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            RESUMEN

             

            La determinación del exponente de Lyapunov de una serie temporal a través de procesos numéricos tiene diversas implicaciones. Dependiendo de si el exponente de Lyapunov dominante es positivo o negativo, podemos determinar si la serie temporal es caótica en un sentido determinista y correspondiente a un sistema no lineal, o si el sistema no es caótico y pertenece a un conjunto de ecuaciones diferenciales lineales. Este artículo aborda la determinación de los exponentes de Lyapunov dominantes en sistemas conocidos por su comportamiento caótico, utilizando procesos numéricos y su reconstrucción a través de retardos en el espacio de fases.
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            The determination of the Lyapunov exponent of a time series through numerical processes has several implications, depending on the value. If the dominant Lyapunov exponent is positive or negative, we will know whether the time series is chaotic in the deterministic sense and belongs to a nonlinear system, or if the system is not chaotic and belongs to a system of linear differential equations. This article studies the determination of the dominant Lyapunov exponents of systems known as chaotic, using numerical processes and their reconstruction through delay in phase space.
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      1. INTRODUCCIÓN

      	El planeta se encuentra cubierto de 100% de aire y 75 % de agua aproximadamente, de manera que la mecánica de fluidos  cubre  gran parte de la actividad del ser humano [1]. Algunas ciencias como la meteorología hidrolica y la aerodinámica  se enfocan a la resolución de problemas como la predicción del clima, el transporte por tierra, la energía que se produce en las  turbinas, el estudio de motores a combustión, el tratamiento de aguas residuales, el movimiento de proyectiles, entre otros. Las estadísticas de flujo irregular constituyen una preocupación relevante en diversos fenómenos naturales. Estos flujos se analizan mediante sistemas de ecuaciones deterministas, los cuales representan idealizaciones de sistemas hidrodinámicos. Las soluciones obtenidas en este contexto son predominantemente no periódicas, lo que implica que las trayectorias del sistema no repiten de manera exacta su evolución temporal anterior. Además, las aproximaciones a dichas repeticiones son finitas, lo que implica que las recurrencias no son infinitas en el tiempo.

       

      	Un sistema hidrodinámico cerrado con masa finita puede ser modelado matemáticamente como un conjunto discreto de moléculas [2]. Las leyes que regulan este sistema pueden expresarse mediante un conjunto finito de ecuaciones diferenciales ordinarias. Estas ecuaciones suelen ser altamente complejas. Sin embargo, las leyes fundamentales que rigen el comportamiento del sistema se describen mediante ecuaciones diferenciales parciales, en las cuales las variables dependientes incluyen magnitudes como la densidad, la presión y la velocidad. En ciertos casos, es posible obtener soluciones analíticas particulares de estas ecuaciones, especialmente cuando las soluciones son periódicas. En la mayoría de las situaciones, las soluciones no periódicas se determinan mediante métodos numéricos. En consecuencia, las leyes subyacentes del sistema se transforman en un conjunto más sencillo de ecuaciones diferenciales ordinarias, aunque menos complejo que las que describen los movimientos moleculares individuales.

       

      	El científico estadounidense Edward Norton Lorenz obtuvo soluciones analíticas exactas periódicas para sistemas simplificados de ecuaciones que modelan flujos disipativos con forzamiento térmico constante. Además, empleando métodos numéricos, encontró soluciones no periódicas para sistemas similares de ecuaciones. Los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, no lineales, finitos y deterministas pueden emplearse para representar el flujo hidrodinámico disipativo forzado. Dado que las soluciones analíticas son complejas de obtener o, en muchos casos, no son calculables, estas ecuaciones se pueden asociar con trayectorias en el espacio de fases. En sistemas con soluciones limitadas, las soluciones no periódicas suelen ser inestables ante pequeñas perturbaciones, lo que implica que estados iniciales ligeramente diferentes pueden evolucionar hacia estados distintos. Lorenz en 1963 concluyó que todas las soluciones son inestables y casi todas no periódicas [3].

      	Los sistemas hidrodinámicos pueden tener diferentes patrones de flujo, los cuales incluyen comportamientos en estado estacionario, oscilaciones periódicas regulares, y otros que presentan variaciones irregulares y aleatorias, incluso durante largos períodos de tiempo, sin mostrar una repetición de su historial previo. Estos modos de comportamiento han sido observados en experimentos realizados en cuencas giratorias, como los descritos por Hide y Fultz, donde un recipiente cilíndrico gira alrededor de su eje y contiene agua. Este recipiente se calienta de manera simétrica y constante en su borde y se enfría en su centro. El flujo resultante es simétrico y constante [3].

       

      	Para la formulación de modelos matemáticos deterministas, se emplean ecuaciones diferenciales ordinarias. No obstante, a medida que aumenta el nivel de detalle del modelo que describe el sistema, las ecuaciones pierden linealidad. Esta pérdida de linealidad puede dar lugar a condiciones en las cuales el comportamiento de la solución exhibe características estocásticas. Las soluciones asintóticas acotadas que no convergen hacia un conjunto límite se clasifican como caóticas. Para la cuantificación de este tipo de comportamiento, es preciso aplicar métodos numéricos, incluyendo el uso de los exponentes de Lyapunov [4].

       

      	Este articulo esta estructurado de la siguiente manera; en la sección 2 describimos nuestra motivación y la principal problemática del enfoque de nuestra investigación, en la sección 3, se describen algunos conceptos básicos de la teoría del caos. En la sección 4 se formulan las ecuaciones que dan soporte a esta investigación, en la sección 5 se estudia el tema central de una serie temporal caótica para atractores extraños, mientras que en la sección 6 se determinan el exponente Lyapunov dominante para sistemas caóticos. En la sección 7 se analizan los resultados para las series caóticas con exponente de Lyapunov en cuestión y finalmente en la sección 8, se muestran nuestras conclusiones.

      2. MOTIVACIÓN

      	Los sistemas físicos que modelan fenómenos naturales suelen estar representados por sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales. Estos sistemas son complejos de resolver mediante métodos analíticos convencionales, lo que requiere el uso de técnicas numéricas que permitan obtener soluciones o representaciones aproximadas. En ciertos experimentos, no se dispone directamente del sistema de ecuaciones diferenciales, sino que se cuenta con una serie de datos correspondientes a una variable del sistema en función del tiempo. Mediante la aplicación de métodos de retardo, es posible reconstruir el sistema y, a partir de esta reconstrucción, generar datos adicionales que faciliten el estudio y la determinación de algunas de sus propiedades

      3. LORENZ Y LA ESTRUCTURA DEL CAOS

      	La historia de la dinámica constituye un campo interdisciplinario en la actualidad. Este tema tiene sus orígenes a mediados del siglo XVII, cuando Isaac Newton formuló las ecuaciones diferenciales y desarrolló sus leyes del movimiento y la gravitación universal, las cuales permitieron explicar las leyes de Kepler. Además, Newton resolvió el problema de los dos cuerpos. Posteriormente, generaciones sucesivas de científicos intentaron abordar el problema de los tres cuerpos, pero este se demostró extremadamente complejo para su resolución en esa época. Con el tiempo, se comprendió que el problema de los tres cuerpos era irresoluble si se buscaban soluciones explícitas para los movimientos de los tres cuerpos involucrados.

       

      	A finales del siglo XIX, el trabajo de Henri Poincaré introdujo una nueva perspectiva, sugiriendo que no era necesario enfocarse en las posiciones exactas de los cuerpos en todo momento, sino más bien en determinar si el sistema sería siempre estable o si los cuerpos eventualmente se alejarían hasta el infinito. Este enfoque geométrico para el análisis de tales cuestiones ha dado lugar a un campo de estudio moderno en dinámica, con diversas aplicaciones en otras ramas de la ciencia.

       

      	Lorenz en 1963, demostró la existencia de una estructura subyacente en el caos. Al trazar las soluciones de sus ecuaciones en un gráfico tridimensional, se observa un conjunto de puntos con una forma característica de "mariposa" (ver Fig. 1). Este conjunto se definió como un complejo infinito de superficies, y se le conoce como un fractal [5].

       

      
        
          
        
        
          
            	
              [image: Imagen5]Figura 1. Imagen del atractor de Lorenz, con sus dos lóbulos que adoptan una forma similar a la de una mariposa.

            
          

        
      

       

      3.1. Integrabilidad

       

      	Los sistemas autónomos de primer grado pueden resolverse de manera inmediata mediante el análisis de las trayectorias en el espacio de fases, donde por cada punto del espacio solo transita una única trayectoria. Estas trayectorias presentan una configuración similar a las líneas de corriente de un fluido, lo que lleva a denominar al movimiento en el espacio de fases como "flujo de fases". Una característica fundamental de los sistemas dinámicos es que sus trayectorias no pueden intersectarse en el espacio de fases, salvo de forma asintótica en casos específicos [6]. Además, por cada punto del espacio de fases, solo existe una curva asociada, y dada una condición inicial, existe una única solución [7].

       

      3.2. Dinámica no lineal

       

      	El movimiento caótico puede manifestarse en dos estados posibles: el caos permanente y el caos transitorio, cuyo nombre depende del tiempo que el sistema permanece en el estado caótico. Los sistemas dinámicos pueden clasificarse como disipativos o conservativos, según conserven o no la energía.

       

      	En los sistemas disipativos, el caos permanente conduce a la formación de un atractor caótico en el espacio de fases [8], mientras que el caos transitorio origina un conjunto fractal [9]. En los sistemas conservativos, el caos permanente da lugar a regiones acotadas en el espacio de fases, mientras que el caos transitorio genera un fenómeno de dispersión caótica, que resulta en la formación de estructuras fractales. La dinámica no lineal es una disciplina que estudia los sistemas dinámicos no lineales, definidos por una o varias variables cuya evolución está influenciada por el tiempo, y en los cuales la respuesta no es proporcional al estímulo aplicado.

       

      	Un aspecto de la realidad física que contrasta con el tratamiento Hamiltoniano es la irreversibilidad. Mientras que el mundo físico es irreversible, los sistemas hamiltonianos son reversibles debido a la simplificación e idealización de los modelos. No obstante, en el mundo natural, los sistemas hamiltonianos pierden su validez. Por esta razón, en ciertos casos, resulta más apropiado abordar los problemas mediante la teoría general de sistemas dinámicos [7].

       

      3.3. Determinismo y predictibilidad

       

      	En términos generales, las ecuaciones de movimiento tienen una solución única dada una condición inicial. En la mayoría de los casos, no es posible encontrar una solución analítica, ya sea particular o general, por lo que se recurre al cálculo numérico. A partir de los datos iniciales, se obtiene una solución dentro de una región posible. Lo fundamental es que el estado del sistema en un momento dado determina completamente su evolución, lo que implica que el presente, el pasado y el futuro del sistema están determinados. Un ejemplo ilustrativo de esto es cuando Gauss predijo la posición del asteroide Ceres con base en los datos obtenidos del año anterior. En ese contexto, el determinismo se identificó con la capacidad de predecir el futuro, es decir, con la predictibilidad [7].

      4. ECUACIONES DE HÉNON

      	En 1976, Hénon formuló un sistema discreto en el plano [10], el cual se describe mediante la siguiente expresión:

       

      
        
          
          
        
        
          
            	
               {xn+1=1−axn2+ynyn+1=bxn 

            
            	
              (1)

            
          

        
      

       

      	Este sistema dinámico describe una contracción del área cuando el valor absoluto de |b|<1, lo cual se deriva de la definición de su jacobiano.

       

      
        
          
          
        
        
          
            	
               J=∂(xn+1,yn+1)∂(xn,yn)=−b 

            
            	
              (2)

            
          

        
      

       

      	Para los valores de a y b, el movimiento converge hacia un atractor extraño. En la Fig. 7 se puede observar una serie de aproximaciones, lo que permite concluir que el atractor de Hénon es inhomogéneo y puede considerarse como un conjunto de infinitas líneas. Una de sus características es la invarianza de escala, lo que implica que su apariencia es idéntica en todas sus ampliaciones. Además, el color más tenue de los puntos está relacionado con el cálculo numérico, lo que indica que no se están graficando todos los puntos que deberían estar presentes. Los conjuntos que exhiben esta propiedad se denominan auto-semejantes. La dimensión del atractor de Hénon es 1.26, lo que indica que es más que una curva pero menos que una superficie [7].

       

      	A continuación, se estudiará un sistema compuesto por tres ecuaciones diferenciales ordinarias [11], cuyas soluciones constituyen un claro ejemplo de flujo determinista no periódico. Este sistema describe la convección de amplitud finita y fue derivado por Saltzman en 1962. Uno de los estudios de Rayleigh (1916) trató sobre el flujo que ocurre en una capa de fluido con profundidad uniforme H, cuando la diferencia de temperatura entre las superficies superior e inferior permanece constante. Este sistema tiene una solución de estado estable, en la cual no hay movimiento y la temperatura del sistema varía linealmente con la profundidad H. Si esta solución se vuelve inestable, se desarrolla la convección. Si todos los movimientos son paralelos al plano xy y hay variaciones en la dirección del eje y, las ecuaciones que gobiernan este sistema pueden escribirse de la siguiente manera:

       

      
        
          
          
        
        
          
            	
               ∂∂t∇2ψ=−∂(ψ,∇2ψ)∂(x,z)+ν∇4ψ+gα∂θ∂x 

            
            	
              (3)

            
          

        
      

      
        
          
          
        
        
          
            	
               ∂∂tθ=−∂(ψ,θ)∂(x,z)+ΔTH∂ψ∂x+k∇2θ 

            
            	
              (4)

            
          

        
      

       

      	La función de flujo Φ para el movimiento bidimensional representa la desviación θ de la temperatura con respecto al estado de no convección. Las constantes g, α, ν y k denotan, respectivamente, la aceleración debida a la gravedad, el coeficiente de expansión térmica, la viscosidad cinemática y la conductividad térmica respectivamente.

       

      4.1. Ecuaciones de Lorenz y sus propiedades 

       

      	El sistema de Lorenz es uno de los modelos más ampliamente estudiados en el contexto de los sistemas caóticos. Fue propuesto por el meteorólogo Edward Lorenz con el fin de analizar la convección térmica en un fluido. A través de simulaciones realizadas mediante métodos numéricos, Lorenz pudo observar las propiedades de la dependencia sensible a las condiciones iniciales [12].

       

      	Las ecuaciones de Lorenz son:

       

      
        
          
          
        
        
          
            	
               x˙=σ(y−x) 

               y˙=rx−y−xz 

               z˙=xy−bz 

            
            	
              (5)

            
          

        
      

       

      	En este sistema, los valores σ, r, y b>0 son parámetros. σ el número de Prandtl, r es el número de Rayleigh, y b es un parámetro sin una denominación específica. El sistema descrito en la Ec. (5) presenta dos no linealidades, (xy y xz). En consecuencia, las ecuaciones de Lorenz exhiben una simetría: si se sustituyen (–x,−y) en la Ec. (5), las ecuaciones permanecen invariantes. Por lo tanto, si una solución (x(t), y(y), z(t)) es válida, (-x(t), -y(t), z(t)) también lo será. Esto implica que todas las soluciones son simétricas respecto a sí mismas. El sistema de Lorenz es disipativo, ya que los volúmenes en el espacio de fases se contraen bajo el flujo [13].

       

      4.2. Puntos fijos

       

      	El sistema de Lorenz posee dos tipos de puntos fijos. El origen es un punto fijo válido para todos los valores de los parámetros. Para r>1, el presenta un par simétrico de puntos fijos, denominados (x1, y1, z1) y (x2, y2, z2), que Lorenz identificó como los "puntos de rodillo de convección", los cuales representan movimientos de convección giratorios, hacia la izquierda o hacia la derecha. Cuando r se reduce, estos puntos fijos se fusionan con el origen a través de una bifurcación en forma de horquilla.

       

      	Para obtener la linealización en el origen, se omiten las no linealidades en xx y yy en la Ec. (5), resultando en un sistema lineal. La ecuación asociada a este sistema tiende de manera exponencial a cero y está desacoplada. Como resultado, cuando t→∞, el sistema se estabiliza rápidamente.

      
        
          
          
        
        
          
            	
               (x˙y˙)=(−σσr−1)(xy) 

            
            	
              (6)

            
          

        
      

       

      	El sistema tiene un determinante  Δ=σ(1−r)y  y una traza asociados  τ=−σ−1<0 . El origen actúa como un punto de silla cuando (r>1), debido a la configuración de sus valores propios  Δ<0 . El sistema completo es tridimensional, y al considerar la dirección (z) en decadencia, el punto de silla presenta una dirección de salida y dos direcciones de entrada. En cambio, cuando (r<1), todas las direcciones son entrantes, lo que convierte al origen en un sumidero.

       

      
        
          
          
        
        
          
            	
               τ2−4Δ=(σ+1)2−4σ(1−r)=(σ−1)2+4σr>0 

            
            	
              (7)

            
          

        
      

       

      	Por lo tanto, el origen es un nodo estable para r<1 [13].

      5. CAOS EN UN ATRACTOR EXTRAÑO 

      	Lorenz empleó la integración numérica para analizar el comportamiento de las trayectorias a largo plazo [14]. En su estudio, consideró como caso particular los parámetros :  σ=10,b=83,r=28 , siendo el valor de r mayor al valor crítico de la bifurcación de Hopf  rH=σ(σ+3+b)σ−1−b≈24.74 . La integración se inició con la condición inicial (0,1,0), situada cerca del punto de silla en el origen. Los gráficos  y(t)  de la solución, se muestran en la Fig. 2.

       

       

      
        
          
        
        
          
            	
              [image: Imagen9]

              Figura 2. La solución y(t) cerca del origen, con condiciones iniciales (0, 1, 0) [13].

            
          

        
      

      	El gráfico inicia con un ascenso, seguido por una oscilación irregular que continúa a medida que t avanza, sin repetirse nunca. Este comportamiento es aperiódico. Lorenz descubrió una estructura interesante al visualizar la solución como una trayectoria en el espacio de fases, como se muestra en la Fig. 3. Por ejemplo, el gráfico de x frente a y exhibe un patrón similar a una "mariposa".

       

      
        
          
        
        
          
            	
              [image: Imagen10]

              Figura 3. Atractor de Lorenz [13].

            
          

        
      

       

      	Debido a que la proyección de la trayectoria es plana, la representación de un elemento tridimensional da la impresión de que las trayectorias se cruzan, aunque no ocurren auto-intersecciones. En la Fig. 3, la trayectoria comienza cerca del origen, luego gira hacia la derecha y posteriormente se adentra en el centro de una espiral hacia la izquierda. El número de circuitos realizados en cada lado varía de manera impredecible de un ciclo a otro, lo que da la apariencia de una secuencia aleatoria.

       

      	Cada superficie visible en realidad corresponde a un par de superficies; es decir, donde parece haber una fusión, en realidad existen cuatro. Continuando este proceso para otro ciclo, hay en total ocho superficies. En conclusión, podemos afirmar que existe un complejo infinito de superficies, extremadamente cercanas entre sí, debido a la proximidad de las dos superficies que parecen fusionarse. Este fenómeno se conoce como un fractal, un conjunto de puntos con volumen cero pero con superficie infinita. Según los experimentos numéricos, se sugiere que la dimensión de este fractal es aproximadamente 2.05 [13].

       

      	Al despejar de la ecuación, obtenemos que, si se cumple la condición, entonces la siguiente expresión se verifica: Al sustituir este resultado en las ecuaciones y, se obtiene:  (−β−λ)[(−σ−λ)(−λ−1)−σρ]=0  con el polinomio característico correspondiente, cuya solución es: los valores propios:  λ1=−β,λ2=−(1+σ)−(1+σ)2−4(σ−ρσ)2 ,  λ3=−(1+σ)−(1+σ)2−4(σ−ρσ)2 . Dado que el valor  ρ  es variable, podemos considerar una condición específica  ρ=1 , y los valores propios resultantes serán:  λ1=−β ,  λ2=−(1+σ) ,  λ3=0 ; es decir,  λ1=−83 ,  λ2=−11 ,  λ3=0 . En este contexto, el sistema de Lorenz descrito en la ecuación experimenta una bifurcación. Los valores y vectores propios asociados a este fenómeno son los siguientes:

       

      
        
          
          
        
        
          
            	
               λ1=−83 , con su vector  v1=(001) 

            
            	
              (8)

            
          

        
      

      
        
          
          
        
        
          
            	
               λ2=−11 , con su vector  v2=(−1010) 

            
            	
              (9)

            
          

        
      

      
        
          
          
        
        
          
            	
               λ3=0,  con su vector propio  v3=(110) 

            
            	
              (10)

            
          

        
      

       

      	En el plano, el punto xy de equilibrio se denomina nodo atractor, donde se produce una bifurcación de tipo horquilla. Los valores propios  λ1  y  λ2  de son reales cuando se toma el valor específico de  ρ<1 , por lo tanto:

       

       λ1=−83 ,  λ2=−11−112−40(1−ρ)2 ,   λ3=−11+112−40(1−ρ)2 .

       112−40(1−ρ)>0 ,  121−40+40ρ>0 ,  40ρ>−81 ,  ρ>−8140. 

      Para los valores de  ρ>−8140  y, los valores propios de  λ1  y  λ2  son reales. En cambio, cuando los valores de  ρ←8140 ,   λ1  y  λ2  son complejos, todos los valores propios en el origen presentan una parte real negativa. Este comportamiento se denomina sumidero hiperbólico, el cual posee un único atractor [15].

       

      5.1. Divergencia exponencial de trayectorias cercanas

       

      	El comportamiento del atractor está altamente influenciado por las condiciones iniciales. Esto significa que si dos trayectorias comienzan muy próximas, se separarán rápidamente y seguirán caminos diferentes. La capacidad de hacer predicciones a largo plazo en un sistema como este se vuelve prácticamente imposible, ya que pequeñas incertidumbres se amplifican rápidamente.

       

      	En el tiempo t, supóngase que  x(t)  es un punto en el atractor. Además, considere un punto cercano, denotado por  x(t)+δ(t) ,  δ , que representa un pequeño vector de separación con una longitud inicial tal como se ilustra en la Fig. 4.

       

      
        
          
        
        
          
            	
              [image: Imagen3]

              Figura 4. Dos puntos cercanos entre si, con una pequeña distancia de separación [13].

            
          

        
      

       

      	Podemos inferir que  δ(t)  crece, y según estudios numéricos del atractor de Lorenz, se tiene conocimiento de que lo hace de forma exponencial. Donde  λ≈0.9 .

       

      	La divergencia exponencial debe cesar cuando la distancia alcanzada sea similar al diámetro del atractor. Este valor se conoce como el exponente de Lyapunov, aunque existen diferentes exponentes de Lyapunov para un sistema n-dimensional.  En realidad  λ , se trata del mayor exponente de Lyapunov, es decir, el exponente dominante. Además  λ , depende ligeramente de la trayectoria que se esté analizando.

       

      	Cuando un sistema presenta un exponente de Lyapunov positivo [16], existe un límite temporal después del cual la predicción deja de ser válida como lo predice la Ec. (11). Además, al medir con alta precisión las condiciones iniciales de un sistema experimental, siempre habrá algún margen de error  ‖δ0‖  entre nuestra estimación y el estado inicial real. Con el tiempo t, esta diferencia crece  ‖δ(t)‖‖δ0‖eλt . Aquí  a , representa una medida de tolerancia; es decir, si la predicción se mantiene dentro del margen  a , se considera aceptable, pero si supera este valor, la predicción se vuelve inaceptable cuando existe ‖δ(t)‖≥a .

       

      
        
          
          
        
        
          
            	
               thorizonO(1λlna‖δ0‖) 

            
            	
              (11)

            
          

        
      

       

      	Debido a la dependencia logarítmica de  ‖δ0‖ , no es posible disminuir el error en la medición inicial, y únicamente se pueden hacer predicciones para unos pocos múltiplos de  1δ  [13].

       

      5.2. Definición de atractor y atractor extraño

       

      	El término "atractor" también resulta complicado de definir de forma precisa. Un atractor es un conjunto al que todas las trayectorias cercanas tienden a converger. Ejemplos de atractores son los puntos fijos estables y los ciclos límite estables. Un atractor se define como un conjunto cerrado A con las siguientes características: 

       

      
        	
          A es un conjunto invariante: cualquier trayectoria que comience en A permanecerá en A durante todo el tiempo.

        

        	
          A atrae un conjunto abierto de condiciones iniciales: existe un conjunto abierto U que contiene A, de modo que si una trayectoria comienza en U, su distancia a A se acerca a cero a medida que avanza. Esto implica que A atrae todas las trayectorias que comienzan cerca de él. El conjunto más grande de estas trayectorias U se denomina cuenca de atracción de A. 

        

        	
          A es un conjunto mínimo: no existe ningún subconjunto apropiado de A que cumpla las condiciones 1 y 2. Aunque todas las trayectorias se ven atraídas por un conjunto limitado de volumen cero, este conjunto no necesariamente constituye un atractor, ya que podría no ser mínimo.

        

      

       

      	En ambos casos, el objetivo es simplificar el análisis de una ecuación diferencial transformándola en un mapa iterativo de algún tipo. Para crear un mapa de Poincaré para un flujo tridimensional, calculamos las intersecciones sucesivas de una trayectoria con una superficie bidimensional. Se elige un punto en esa superficie, definido por dos coordenadas, y luego estas cambian después del primer retorno a la superficie. Por otro lado, en el mapa de Lorenz, la trayectoria se caracteriza por un solo número, y solo funciona si el atractor es plano o cercano a dos dimensiones. Esta característica implica que, si existe algún ciclo límite, necesariamente es inestable.

       

      	Por lo tanto, la desviación crece con cada iteración, lo que significa que la órbita cerrada original es inestable. En la expresión anterior, el valor absoluto de cada factor en el producto es mayor que 1, ya que para todo, se cumple que, lo que demuestra que el valor de la órbita es cerrado e inestable. Dado o anterior se generó las imágenes de diagramas de fase, que se muestran en la Fig. 5. Cabe destacar que las soluciones del sistema están representadas por :  x1(t),x2(t),x3(t) . 

       

       

      
        [image: Imagen4]

        Figura 5. Las imágenes obtenidas son secciones de los planos XY, XZ, YZ y el espacio de fases XYZ.

         

         

      

      	En la Fig. 5, los apartados (a), (b) y (c) corresponden a diagramas de fases de las soluciones del sistema; mientras que los apartados (d), (e) y (f) muestran secciones del atractor utilizando dos soluciones del sistema que generan un plano de fases. En el apartado (e), se presenta el espacio de fases generado por el atractor de Lorenz, una imagen famosa también conocida como la mariposa de Lorenz. Una vez obtenidas las soluciones del sistema, seleccionamos solo la solución y la guardamos en un archivo sin formato.

       

      	En la Fig. 6 se muestra cómo en Matlab hay una sección donde es posible obtener los datos de la serie temporal del atractor de Rossler de la solución de la entrada en  x1(t) .

       

      	En la Fig. 6 se presentan todos los gráficos generados por el código. En los apartados a), b) y c) se muestran los diagramas de fases de las soluciones del sistema, mientras que en el apartado d) se presenta una sección del atractor o un plano de fase, generado con las soluciones y. Finalmente, en el apartado e) se muestra el atractor caótico de Rossler, formado por las tres soluciones, utilizando los parámetros indicados en la codificación de nuestros sistemas numéricos. Los datos resultantes de dichas calculaciones, se organizan en un vector columna y luego se almacenan en un archivo sin formato para su posterior presentación.

       

      
        
          
        
        
          
            	
              [image: Imagen11]

              Figura 6. La solución x1(t) cuenta con 8985 datos que conforman la serie temporal.

            
          

        
      

      6. DETERMINACIÓN DEL EXPONENTE DE LYAPUNOV DOMINANTE DE LOS SISTEMAS CAÓTICOS. 

      	Para la determinación del exponente de Lyapunov se empleó un software libre desarrollado por Alan Wolf en la década de 1980. El caos se refiere a un comportamiento determinista, no aleatorio y no periódico. En una serie temporal que exhibe un comportamiento errático, esta podría ser caótica, periódica múltiple o periódica con ruido. Aunque puede resultar difícil identificar la fuente o el origen de la serie, establecer una metodología de investigación adecuada para estos casos es de crucial importancia [17].

       

      	Si el comportamiento es ruidoso, un enfoque estadístico puede ser apropiado para el análisis. Si el proceso no es caótico pero contiene ruido, este puede ser filtrado y luego aplicarse modelos lineales deterministas. Sin embargo, si el proceso es caótico, resulta necesario utilizar un modelo no lineal. La dependencia sensible de las condiciones iniciales (SDIC) es una característica fundamental del caos, donde pequeños cambios en el estado de un sistema se amplifican de manera exponencial, lo que influye de manera dominante en el comportamiento del sistema.

       

      	El exponente de Lyapunov mide las SDIC [18], ya que representa las tasas exponenciales promedio de divergencia entre estados vecinos. Si un sistema tiene un exponente de Lyapunov positivo, esto indica que el sistema es caótico, lo que a su vez significa que la capacidad de predicción del sistema es limitada en términos de tiempo. El programa FET y su procesador BASGEN estiman el exponente dominante de Lyapunov de cualquier serie temporal y, además, es un software de distribución libre desde 1985, desarrollado por Alan Wolf. FET y BASGEN emplean una reconstrucción de retardo de tiempo, también conocida como reconstrucción de retardo o reconstrucción del espacio de fase. Este proceso permite generar una órbita con una dimensión o dimensión de incrustación "ndim" a partir de una serie temporal seleccionada por el usuario.

       

      	El parámetro ndim (ver Fig. 7) corresponde a la dimensión que se asume que tiene la serie temporal seleccionada, y el retraso en la construcción genera las tuplas   x(t),x(t+τ),x(t+2τ),...,x(t+(ndim−1)τ) . La visualización gráfica del retraso puede entenderse mediante la analogía de un espagueti, que representa la serie temporal y se gira en un plano, delimitando así una región en el espacio. Al girar el espagueti, segmentos que parecían distantes ahora se acercan entre sí.  Algunas de las características de la reconstrucción incluyen: 1) las series temporales periódicas se convierten en órbitas espaciales cerradas en fase, 2) una serie temporal demasiado extensa se transforma en un diagrama de dispersión, y 3) las series temporales caóticas se transforman en órbitas fractales, cuyos segmentos orbitales exhiben SDIC. 

       

      
        
          
        
        
          
            	
              [image: Interfaz de usuario gráfica  Descripción generada automáticamente]

              Figura 7. Interfaz del programa BASGEN donde se muestran los parámetros “tau” y “ndim”.

            
          

        
      

       

      	La función tau tiene como objetivo ampliar la órbita para hacerla lo más simple posible. El programa FET calcula el exponente dominante de Lyapunov en la serie temporal, promediando la tasa exponencial de divergencia de pequeños segmentos de la órbita reconstruida utilizando el proceso de retraso. El proceso se realiza de la siguiente manera: 1) FET crea la órbita espacial, 2) BASGEN genera una base de datos y FET localiza un par de puntos cercanos dentro de la órbita reconstruida, y 3) FET sigue la evolución de estos puntos a medida que se desplazan una corta distancia en la órbita. Luego, se compara la distancia inicial con la final, y el logaritmo de la relación entre estas separaciones es una estimación de la divergencia orbital. 4) Si los puntos siguen estando cerca al final de ese intervalo, se dejan evolucionar por más tiempo a lo largo de la órbita y se calcula el siguiente valor local de la divergencia orbital. Si uno de los puntos se ha alejado demasiado, se reemplaza por otro. 5) El promedio de las tasas locales de divergencia orbital, dividida por el tiempo total que tomó a la órbita, proporciona la tasa promedio de divergencia a largo plazo de las órbitas cercanas (ver Fig. 8).

       

      	La función BASGEN tiene como objetivo crear una base de datos basada en la serie temporal proporcionada por el usuario, de modo que el programa FET pueda utilizarla de manera eficiente. BASGEN organiza los puntos reconstruidos en una cuadrícula.

       

      	La reconstrucción mediante el método de retrasos genera varias representaciones gráficas, tales como: un histograma de los exponentes dominantes de Lyapunov, un gráfico que muestra cómo varía el exponente de Lyapunov dominante con el tiempo, diagramas de fase para cada solución reconstruida, planos de fase (XY, XZ, YZ) y un espacio de fases en el caso de tres dimensiones (XYZ) [17].

       

      
        
          
        
        
          
            	
              [image: Imagen 8]

              Figura 8. Sección de código de FET.

            
          

        
      

       

      6.1. Reconstrucción del Sistema de Lorenz

       

      	Para construir el sistema de Lorenz, se debe ejecutar el programa WinBasgen.cs y, en su interfaz (Fig. 7), seleccionar el archivo que contiene la serie de datos a través de la opción "file". Dado que el sistema tiene una dimensión decimal de 2.07, se elige el valor de 3 en ndim. Las dimensiones de los sistemas utilizados en este artículo se muestran en la Fig. 9.

       

      	Después de seleccionar el archivo y la dimensión, ejecutamos el programa, el cual generará varias figuras que se presentan a continuación en la Fig. 10.

       

      En la Fig. 10, las ilustraciones (a) y (b) muestran la función de Lyapunov y su histograma, respectivamente. La imagen (c) presenta el diagrama de fase de la solución en [x, y, z], la imagen (d) muestra la sección del atractor en el plano XZ, y finalmente, la imagen (e) ilustra la reconstrucción del atractor de Lorenz. La Fig. 11 (a-e) y la Fig. 12 (a-e) muestran lo mismo, sin embargo difieren en los archivos utilizados, donde el tiempo de iteración es de [0, 500] y [0, 1000], respectivamente.

      7. ANÁLISIS DE LOS RESULTADOS

      	Iniciamos la comparación de los resultados obtenidos a través de Matlab de los sistemas de Lorenz con la reconstrucción por retardos propuesta por Alan Wolf, con el fin de determinar el exponente dominante de Lyapunov.

       

      
        
          
        
        
          
            	
              [image: Imagen6]

              Figura 9. Representación del valor de la dimensión fraccionaria de los sistemas utilizados [17].

            
          

        
      

       

      
        [image: Imagen12]

        Figura 10. Reconstrucción del sistema de Lorenz con el tiempo [0, 100].

        [image: Imagen13]

        Figura 11. Reconstrucción del sistema de Lorenz con el tiempo [0, 500].

         

      

      	En la Fig. 13, a la izquierda se encuentra la imagen (a), que muestra el gráfico obtenido mediante Matlab, mientras que a la derecha está la imagen (b), con la figura obtenida a través de la reconstrucción por el método de retardos. Al comparar ambas imágenes, se puede observar claramente la similitud, ya que la reconstrucción con una sola solución conserva las características del sistema original.

       

      	A continuación, se presenta el plano de fases de las soluciones XY del sistema en la Fig. 14, que se representa como una sección del atractor de Lorenz.  La imagen (a) de la Fig. 14, muestra la imagen obtenida con Matlab, mientras que la imagen (b) presenta la reconstrucción obtenida mediante el método de retardos. Ambos gráficos mantienen los elementos esenciales, como el origen, que es un punto estable, y los lóbulos del atractor. A continuación, se presenta el plano tridimensional XYZ en la Fig. 15. Es importante recordar que la dimensión del atractor de Lorenz es d=2.07, como se indica en la Fig. 9.

       

      	Al comparar ambas imágenes, se puede notar que la reconstrucción pierde algo de forma, con las órbitas apareciendo demasiado gruesas. Sin embargo, es relevante destacar que su dimensión es de 2.07, lo que indica que es ligeramente más que un plano y un poco menos que un sólido. Aunque la reconstrucción conserva muchas características del atractor original, se pueden percibir las limitaciones del lenguaje C# al graficar esta figura.

      
        [image: Imagen14]

        Figura 12. Reconstrucción del sistema de Lorenz con el tiempo [0, 1000].

         

         

         

         

         

         

        [image: Imagen15]

        Figura 13.  (a) y (b) muestran los diagramas de fases del sistema de Lorenz [19].

        [image: Imagen17]

        Figura 14. (a) Mariposa de Lorenz figura emblemática del caos en su vista frontal,  (b) vista semi lateral.

         

      

       

      
        
          
        
        
          
            	
              [image: Imagen16]Figura 15. Vista de los puntos cuánticos del atractor de Lorenz  3D.

            
          

        
      

       

      	En la imagen (a) de la Fig. 16, se muestra una función que grafica los exponentes de Lyapunov derivados de la reconstrucción, mientras que en la imagen (b), a la derecha, se presenta un histograma que muestra el exponente dominante de Lyapunov. En la parte superior derecha se observa el resultado de: [ λ=2.16 ], donde  λ  es positivo, lo que indica que el sistema es caótico y presenta SDIC, además de coincidir con los resultados esperados presentados en la Fig. 9.

       

      	Siguiendo con el sistema de Henón, en la Fig. 17 se presenta su mapa.

       

      	En la Fig. 17, la imagen (a) se muestra el mapa de Henón graficado en Matlab, donde se observa que está formado por líneas infinitas y se puede notar su dimensión de 1.26. Sin embargo, en la imagen (b) se representa su reconstrucción, que no parece precisa, ya que se asemeja a un plano y no refleja las líneas; en resumen, parece un diagrama de dispersión, lo que indica que el programa BASGEN no puede reconstruirlo adecuadamente. En la siguiente figura, se presenta la comparación del diagrama de fases de la función  x(t). 

       

      
        
          
        
        
          
            	
              [image: Imagen18]

              Figura 16. (a) Función del exponente de Lyapunov, (b) Histograma que calcula el exponente dominante de Lyapunov.

            
          

        
      

      
        
          
        
        
          
            	
              [image: Imagen19]

              Figura 17. Mapa de Henon (a) y (b) con traza horizontal y vertical (reconstruida) respectivamente.

            
          

        
      

       

      	En la Fig. 18, la imagen (a) se presenta la función solución  x(t) , que parece un conjunto de puntos aleatorios que llena o cubre el plano. Sin embargo, en la Fig. 17, cuando se genera el plano formado por ambas soluciones  (x(t),y(t)) , se obtiene el mapa de Henón. La imagen (b) no tiene una estructura similar, pero sí comparte los mismos valores, ya que abarca el mismo intervalo en el eje vertical, [1.25, -1.25]. Esto permite concluir que su reconstrucción conserva los elementos principales. En la Fig. 19 se muestra la función de Lyapunov y su histograma.

       

      	En la Fig. 19, la imagen (a) muestra que el exponente de Lyapunov se mantiene en la parte positiva, lo que nos permite concluir que el sistema exhibe un comportamiento caótico y SDIC. En la imagen (b), en la parte superior derecha, se puede ver el valor del exponente dominante de Lyapunov, que es 𝜆=2.16. 

       

      
        
          
        
        
          
            	
              [image: Imagen20]

              Figura 18. Diagrama de fases de la función x(t).

            
          

        
      

       

       

      
        
          
        
        
          
            	
              [image: Imagen21]

              Figura  19. (a) Función Lyapunov y (b) Histograma que determina el exponente dominante de Lyapunov.

            
          

        
      

      	En la Fig. 20 se puede notar que para ambas casos de (a) y (b), comparten el mismo intervalo en el eje vertical y muestran un comportamiento bastante similar. Es importante destacar que la función solución del sistema en (a) se obtiene mediante Matlab, mientras que (b) muestra la solución de una reconstrucción utilizando el método de retardos. 

       

      
        
          
        
        
          
            	
              [image: Imagen22]

              Figura 20. (a) muestra el Diagrama de fases del sistema de Rossler de la función x(t). La imagen (b) es una reconstrucción usando métodos retardados.

            
          

        
      

       

      	En la Fig. 21 se presenta la comparación del plano de fases XY. En la imagen (b) de la Fig. 21, no es posible seleccionar una perspectiva más adecuada de la sección del atractor de Rossler, ya que el programa la asigna por defecto, lo que impide visualizarla o compararla correctamente la imagen del inciso (a). Sin embargo, se puede observar que tienen similitudes suficientes para identificar que se trata del mismo sistema, aunque desde diferentes perspectivas. En la siguiente comparación, en la Fig. 22, se presenta el espacio de fases del sistema de Rossler.

      
        
          
        
        
          
            	
              [image: Imagen23]

              Figura 21. Plano de fases del sistema de Rossler de la funcion x(t)  y y(t).

            
          

        
      

       

      	La diferencia entre las imágenes (a) y (b) radica en que en el segundo, la reconstrucción se realizó al revés, lo que hace que el sistema parezca estar invertido. Se puede observar que ambas presentan una cresta, donde las órbitas ascienden por encima del plano y forman una figura tridimensional. Según la Fig. 9, tiene una dimensión de 2.01, lo que indica que es más que un plano, pero menos que un sólido definido. A continuacion, se muestra la Fig. 23 con la función de Lyapunov y su histograma.

       

      	En la Fig. 23, la imagen (a) muestra que el exponente de Lyapunov se mantiene en la parte positiva, lo que nos permite concluir que el sistema presenta un comportamiento caótico y SDIC. Mientras que en la parte superior derecha de la imagen (b), se observa el valor del exponente dominante de Lyapunov es 𝜆=0.100. 

       

      	Se realizaron 15 reconstrucciones realizadas al sistema de Rossler, incrementando el tiempo de iteración en intervalos de 100. El promedio del valor  λ¯=0.107066667 , con una desviación estándar de  σ=0.018351593 , que es el valor esperado, según los datos presentados en esta investigación.

       

      
        
          
        
        
          
            	
              [image: Imagen24]

              Figura 22. Las imágenes (a) y (b) representan espacios de fases del sistema de Rossler de la funcion x(t)  y y(t), más detalles en  texto.

            
          

        
      

      CONCLUSIONES

      	Se cumplió el objetivo de este artículo al aplicar un método previamente conocido a un problema común; el disponer de una serie temporal sin conocer el tipo de sistema que representa, su visualización o si posee una solución analítica o si debe resolverse mediante métodos numéricos. Al evaluar y reconstruir la serie temporal mediante el método de retardos, podemos determinar si el sistema es caótico, determinista y si presenta una alta sensibilidad a las condiciones iniciales. Además, se puede identificar que el sistema es no lineal, su dimensión es fraccionaria y que su solución debe obtenerse por medio de métodos numéricos, ya que una solución analítica resulta compleja o incluso imposible. Todos estos resultados se derivan del cálculo de los exponentes de Lyapunov.

       

      
        
          
        
        
          
            	
              [image: Imagen25]

              Figura 23. (a) Función Lyapunov y (b) Histograma que determina el exponente dominante de Lyapunov del sistema.
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