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PALABRAS CLAVE: RESUMEN 

Campo Electromagnético, percolación 

3-D, poros aleatorios.

En este artículo, estudiamos numéricamente los modos ópticos localizados en un sistema de percolación 

desordenado 3-D, donde el clúster de percolación inicial es llenado por un medio activo compuesto por 

emisores de luz incoherente. Se evalúa y estudia la distribución del campo electromagnético y varios 

aspectos relacionados con la solución de las Ecuaciones de Maxwell, para establecer las condiciones 

de localización óptica 3-D en el modelo considerado. Investigamos las propiedades de la relación de 

participación inversa del campo electromagnético; como un parámetro que mide la localización óptica, 

así como el camino libre medio de los fotones que conecta a los emisores de luz en los poros aleatorios 

del sistema de percolación. 

KEYWORDS: 

Electromagnetic Field, 3-D percolation, 

random pores. 

ABSTRACT 

In this paper, we numerically study the optical localized modes in a 3-D disordered percolation system, 

where the spanning cluster is filled by an active medium composed by light noncoherent emitters. 

The distribution of the electromagnetic field and several aspects related to the solution of the Maxwell 

equations are evaluated and studied to establish the 3-D optical localization conditions in the model 

considered. We investigate the properties of the inverse participation ratio of the electromagnetic field; 

as a parameter that measures the optical localization, and also the mean free path of the photons that 

connects the light emitters in the pores of random size in the percolation system. 
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1. INTRODUCCIÓN

Uno de los fenómenos más interesantes de la Física 
del estado sólido es la Localización de Anderson, la 
cual predice que un electrón puede quedarse inmóvil 
cuando es puesto en una red desordenada [1,2]. En 1958, 
apareció el artículo de Anderson, en el que se revisa el 
efecto del desorden en la evolución de la función de 
onda del electrón.

 El origen de la localización, es debido a la in-
terferencia entre múltiples dispersiones del electrón 
por defectos aleatorios en el potencial, alterando los 
eigenmodos de ser extendidos (ondas de Bloch), a ser 
exponencialmente localizados y  como un resultado, el 
material se transforma de ser un conductor a un aislante 
[3]. Como la localización es un fenómeno de ondas 
mecánicas, más tarde los científicos señalaron que éste 
efecto sería universal para todos los sistemas de ondas 
y en particular, debería ocurrir en la óptica [4]-[11]. 
La localización de la luz atrajo considerable atención, 
comenzando con la sugerencia de que el concepto de 
la localización de Anderson puede ser aplicado a ondas 
electromagnéticas (EM), pero con una importante sim-
plificación: a diferencia de los electrones, los fotones no 
interactúan entre sí. Esto hace que el transporte de los 
fotones en materiales desordenados, sea un sistema de 
modelo ideal en el cual estudiar la localización óptica 
de Anderson. Estas propuestas fueron seguidas por la 
predicción [12,13] y observación de la localización débil 
coherente [14-15]. Más recientemente, la localización 
fuerte de la luz fue observada en medios dieléctricos 
altamente dispersivos [16-18]. En 2007, surge el primer 
experimento exitoso en 2-D, de una de las variantes de 
la localización óptica, llamada localización transversal 
[19]. Dichos experimentos, demostraron desviaciones 
de la difusión clásica de la luz y como resultado, una 
localización significativa debida al desorden [20-24].   
La localización óptica de Anderson, y la existencia 
de modos en sistemas aleatorios tiene algunas 
prácticas consecuencias. Tales modos pueden ser 
usados como resonadores para añadir funcionalidad 
a los componentes fotónicos. El enfoque de fotónica 
desordenada, se basa en crear una estructura en la cual 
existan un gran número de resonadores sobre un rango 
de frecuencias, y lugares en el espacio. Así, en lugar 
de crear un sólo resonador que deba ser ajustado con 
dificultad, se deja al sistema que elija al mejor resonador 
a partir de una amplia selección. 

Los modos de una estructura aleatoria, también son 

la base para láseres aleatorios, un tópico que se ha de-
sarrollado muy rápido tanto en el área de investigación 
básica como aplicada. Combinada con la reciente 
aparición del bombeo eléctrico y varios esquemas de 
ajuste de color, se puede esperar que los láseres aleatorios 
encuentren una serie de nuevas fuentes de luz. Gracias a 
los resultados de la investigación teórica en materiales 
ópticos desordenados, se pueden crear materiales 
que dispersen la luz fuertemente, en longitudes de 
onda y con distribuciones angulares específicas. Tales 
desarrollos, pueden tener aplicaciones en energía solar, 
industria de las pinturas, o nuevas fuentes de la luz [25]. 

En éste trabajo, estudiamos una de las variantes de 
la localización óptica de Anderson, asociada con las 
propiedades de un sistema de percolación desordenado 
3-D, donde el clúster de percolación es llenado por 
un medio activo, compuesto por emisores de luz 
incoherente.  A una pequeña concentración de poros en 
un sistema, el número de clústeres es insignificante. Sin 
embargo, si la concentración de poros excede un cierto 
valor umbral (pc), se forma un clúster que se extiende 
sobre todo el volumen [26]. Mediante la técnica de las 
Diferencias Finitas en el Dominio de Tiempo (FDTD), 
aplicada en un programa computacional desarrollado 
en Visual C Sharp por Microsoft, calculamos la estructura 
del campo 3-D, donde toma lugar la localización de la 
onda, y se propone el criterio de localización del campo, 
basado en la concepción de un camino libre medio de 
fotones en dicho sistema.

2. ECUACIONES BÁSICAS 

En términos generales, la percolación se define como 
el paso lento de fluidos a través de materiales porosos. 
Ejemplos típicos de percolación son: la extracción de 
petróleo del subsuelo, el cual se hace pasar a través del 
medio poroso bajo el que se encuentra; el traspaso del 
agua superficial que se infiltra a las aguas subterráneas; 
el flujo de electricidad a través de una red aleatoria de 
resistencias, entre otros. En particular, el modelo de 
percolación que abordamos está formulado en una red 
3-D, donde los poros son de tamaño aleatorio. Asumimos 
que cada nodo (sitio) en la red puede tener dos estados, 
1 (que conduce) o 0 (vacío) con probabilidad de 
ocupación p, lo que significa que si tenemos N sitios, y 
N es un número muy grande, entonces pN de esos sitios 
están ocupados y el resto (1-p)/N de ellos están vacíos. 
Una forma fácil de estudiar el sitio de percolación, es 
generar un número aleatorio uniforme r en el intervalo 
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Donde , es la desviación estándar. 
Enseguida, se tienen las expresiones para el intervalo 
[a b], que contienen los radios aleatorios r. A partir de la 
Ecuación del promedio y la desviación estándar, se tiene 
el siguiente sistema de Ecuaciones para a y b

 

(3)

(4)

 Si r es un número aleatorio que se encuentra en el 
intervalo [a,b], con distribución constante p, entonces 
por definición: . De esta manera, se tiene;  
r=a+(b-a)γ, donde γ es un número aleatorio generado 
por la computadora. Finalmente, de (3)-(4) se tiene: 

 

(5)

(6)

A partir de la Ecuación (6), se generan los radios 
aleatorios para los poros del sistema de percolación, 
donde R representa el promedio del radio de los poros. 
Tanto R, como la desviación estándar σ, son parámetros 
que variamos para definir la geometría de múltiples 
sistemas de percolación 3-D.

3. SIMULACIÓN NUMÉRICA

Para encontrar la emisión del campo elec-
tromagnético (EM) del sistema, resolvemos la Ecuación 
que acopla la densidad de polarización P, el campo 
eléctrico E y los niveles de ocupación de los emisores. 
En el caso de emisores desacoplados, esta Ecuación es 
la siguiente [29]

 

(7)

Donde, Δωa=τ21
-1+2T2

-1, y T2 es el tiempo medio entre 
los eventos de desfase, τ21 es el tiempo de decaimiento  
desde el segundo nivel atómico hasta el primero y ωa es 

0<r≤1, para cada sitio en la red. Un sitio está ocupado, 
si dicho número aleatorio satisface la condición r≤p. 
Si p es pequeño, esperamos que solamente grupos 
pequeños  aislados de clústeres estén presentes. Si p está 
cerca de la unidad, esperamos que la mayoría de la red 
estará ocupada, y los sitios ocupados formarán un gran 
clúster, que estará extendido desde un extremo de la red 
hasta el otro. Dicho clúster es llamado spanning cluster 
o clúster de percolación inicial. Ya que no hay spanning 
cluster para p pequeño, y sí lo hay  para p cercano a uno, 
por continuidad debe haber un valor intermedio de p en 
el cual el primer spanning cluster existe. Debemos ver 
que la transición desde un estado de no existencia, a un 
estado donde el primer clúster de percolación aparece, 
es un ejemplo de  transición de fase de percolación. 
Así, la percolación umbral pc es definida como el sitio 
de probabilidad de ocupación p en el cual el primer 
spanning cluster aparece en una red.

La percolación es un proceso aleatorio, por lo tanto, 
diferentes estructuras de red de percolación, contienen 
clústeres de diferentes tamaños y formas. Para poder 
discutir sus propiedades de forma aproximada, 
estudiamos las estadísticas de dichos clústeres [27, 28]. 
La distribución uniforme, es el modelo más simple que 
corresponde al caso de una variable aleatoria que solo 
puede tomar valores entre dos extremos, donde además, 
todos los eventos son igualmente probables de ocurrir. 
El ejemplo más común de este tipo de distribución, es el 
lanzamiento de un dado regular, donde el intervalo de 
posibilidades es [1, 6] y los 6 resultados posibles tienen 
1/6 de probabilidad de ocurrir. Para nuestra simulación, 
donde buscamos radios de los poros aleatorios, la 
densidad de probabilidad también es una constante 
p(x). La probabilidad de que una variable (radio) aleatoria 
resulte dentro en una región específica del espacio de 
posibilidades, está dada por la integral de la densidad de 
esta variable entre uno y otro límite de dicha región.

(1)

Para las Ecuaciones, que modelan el conjunto de 
radios aleatorios, hacemos uso de  algunas propiedades 
de la distribución uniforme.  La varianza se define como 
sigue

 

(2)
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como una de las variantes de la localización óptica de 
Anderson. En el modelo de percolación considerado, 
se usa el enfoque de la teoría de la localización de 
Anderson. A partir de ello, formulamos la medida de la 
localización por un parámetro sin dimensiones g (similar 
al criterio de Ioffe-Regel [36]), que es una relación 
entre dos escalas espaciales: el camino libre medio de 
los fotones en una muestra  y la longitud de onda λa  
de los emisores de radiación. El primer parámetro 
, es proporcional a la distancia óptima l3N que un fotón 
puede viajar entre los  N  emisores dentro del tamaño 
finito de la muestra 3D (l0 es el tamaño de la muestra), sin 
visitar la misma región dos veces, tal que lav=l3N/N y =l0 
lav. El segundo parámetro, es la longitud de onda λa=2πc/
ωa, la cual corresponde a la frecuencia de transición  ωa 
de los emisores de radiación incorporados en un clúster 
de percolación [37]. El parámetro g , se lee como sigue

 

(8)

La definición del parámetro  g  en la Ecuación (8), 
nos lleva a la siguiente estrategia para las simulaciones: 
(i) Definir el tamaño de la malla numérica, con L×L×L 
nodos (donde L=40,50,60,75) y simular la percolación 
para diferentes valores de la probabilidad de ocupación  
p  alrededor del valor de percolación crítico pc=0.5 [25]; 
en un sistema con radio de los poros aleatorio y des-
plazamiento fijo s=0, consideramos radio promedio 
R=0.49. Esto permite definir el número (N) y la posición 
de los emisores de radiación   que pertenecen al clúster; 
(ii) enseguida, calculamos el camino óptico óptimo l3N 
que conecta a los  N  emisores encontrados en el paso 
(i) con el uso de la técnica  Monte Carlo. El bien conocido 
Principio de Fermat [38], afirma que el camino óptico 
óptimo N, entre cualesquiera dos puntos r0 y r1, queda 
definido por el mínimo =min, donde nr  
es el índice refractivo del medio. (iii) se calcula la longitud 
promedio del camino libre como lav=l3N/N, donde l3N es el 
camino óptico óptimo entre los N emisores y finalmente 
(iv) calculamos la radiación del campo de la estructura 
3-D de la Ecuaciones (7) y de las densidades, por la técnica 
FDTD [39]. Los resultados obtenidos se muestran en las 
Figuras (1)-(4). La Figura 1, muestra el camino libre medio 
entre los emisores ópticos, parámetro sin dimensiones 
(definido en el paso (iii)), para los casos L=40,50,60,75. De 
la Figura 1, podemos observar que para un pequeño valor 
de probabilidad de percolación p<0.45, lav es pequeño, 
pero también es pequeño el número de emisores. En 

la frecuencia de radiación de los emisores. Los campos 
eléctrico  E y magnético H y la corriente j∂P/∂t, son 
calculados a partir de las Ecuaciones de Maxwell con la 
técnica FDTD, junto con las Ecuaciones de las densidades 
Ni (r,t) de los átomos que residen en el i-ésimo nivel. 
Para este caso, se estudian emisores de cuatro niveles 
i=0,1,2,3, puede ver los detalles de las Ecuaciones de las 
densidades en [30] y sus referencias.

Es muy difícil encontrar resolver analíticamente el 
conjunto de ecuaciones que modelan al sistema en 
cuestión, por ello es necesario aplicar técnicas numéricas. 
Debido a que el modelo de difusión clásica, no describe 
correctamente la propagación de los fotones en un 
medio dispersivo de ganancia o pérdida con distribución 
no uniforme [31], hemos de aplicar la técnica FDTD para 
las simulaciones. Para los cálculos, hemos considerado 
el medio de ganancia con parámetros cercanos al 
polvo de GaN, similar al de [32]. La frecuencia del láser 
ωa es 2π×3×1013 Hz, los tiempos de vida son τ32=0.3ps, 
τ10=1.6ps, τ21=16.6ps y el tiempo medio de desfase es 
T2=0.0218ps. El clúster de percolación, ha sido generado 
dentro de un cubo de l0=1μm de borde, que tiene l3 
nodos, con L=75 que resultó ser suficiente para simular 
la estructura de percolación [33, 34]. Cada nodo  indica 
la posición de  un emisor. La permitividad del material 
anfitrión es n=2.2 muy cerca de los valores típicos de la 
cerámica Lu3Al5O12,SrTiO3,ZrO2 (ver [35]). Los resultados 
para las simulaciones, son obtenidas por bombeo de 
onda continua, dadas por Ar=107 s-1. Dado este bombeo, 
todas las simulaciones muestran la formación de la 
emisión láser bien definida para t>ts, nos referimos a 
ts como el tiempo de inicio del efecto láser. La semilla 
inicial para el campo EM, ha sido creada con fases 
aleatorias en cada nodo, con el fin de simular ruido en 
el sistema. Limitamos nuestra atención en un tiempo t, 
que no supera el tiempo crítico tc de la generación de 
láser, de manera que t<tc. El desarrollo de las técnicas 
y algoritmos numéricos, se han aplicado en Visual C 
Sharp por Microsoft, en la siguiente sección veremos los 
resultados obtenidos.

4. RESULTADOS

Es muy difícil observar la localización en sistemas 3-D. 
En el estudio que realizamos en este trabajo, buscamos 
y establecemos las condiciones de la localización 
de la luz en el medio que proponemos, mediante la 
comprobación de Ecuaciones y criterios de localización. 
Dado que tal fenómeno ocurre en un sistema altamente 
desordenado, nuestro resultado puede ser interpretado 
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Figura 2. Parámetro g de la ecuación (8) para las 
cantidades típicas: frecuencia del campo ωa=2π×0.3THZ, 
longitud de escala l0=370μm, λ=λVac=62.8 μm y el camino 
libre sin dimensiones de la Fig. 1. Observamos que el 
criterio g ~ 1 se satisface cerca de la percolación umbral 
p~0.5, ya para N> 50. El aumento de probabilidad p 
conduce a que g> 1 y la localización no ocurra.

Para evaluar cuantitativamente el grado de lo-
calización del campo, calculamos la relación de par-
ticipación inversa (IPR), definida por la siguiente ecuación 
[40]

 

(9)

De la Ecuación (9), se tiene que  I~1  para el campo 
con distribución homogénea, e I<1 para campos con 
distribución inhomogénea. La Figura 3 muestra los 
valores I(p), junto con el parámetro de percolación P(p) 
como función de la probabilidad de ocupación p para un 
tamaño de malla, L=75; se muestra en la Fig. 3(a) el caso 
σ=0.04 y en la Fig. 3(b), σ=0.4.  Observamos que I(p)~0.5, 
hasta la zona de transición de percolación (p<pc)  y que  
I(p)  cambia repentinamente en , donde ocurre 
la transición de fase de percolación. Para  p>pc,  el valor 
del IPR se encuentra en I(p)~0.75. Esto concuerda con la 
condición formulada anteriormente sobre la localización 
del campo, y explica porque dicho efecto de localización, 
ocurre en el área de la transición de fase de percolación 

. Las simulaciones numéricas confirman este 
resultado. Cabe mencionar que la percolación del sistema 
poroso, es un efecto que corresponde únicamente a la 

el área de la transición de percolación p≈0.5, las curvas 
para el camino libre, muestran un comportamiento 
crítico para todas las escalas utilizadas L. En dicha área, el 
número de emisores N en el clúster de percolación crece 
rápidamente conforme se incrementa p.

 

Figura 1. Distancia libre media sin dimensiones 
entre los emisores de campo lav  = l3N / N en el sistema 
de percolación como función de la probabilidad de 
ocupación p, donde l3N es la distancia óptima total entre 
los N emisores para una malla numérica 3-D L3, con 
L=40,50,60 y 75.

La Figura 2, muestra los valores del parámetro g de la 
Ecuación (8) para las cantidades típicas de la frecuencia 
del campo, ωa=2π×0.3THZ, longitud de la escala 
l0=370μm, y el camino libre sin dimensiones lav. En la 
Figura 2, observamos que el criterio de localización g~1, 
se logra cerca de la percolación umbral  p~0.48  para 
N>50. Esto confirma la validez de la condición anterior 
derivada  g~1 para el umbral de la localización óptica 
del campo. También podemos observar que para el caso 
p>pc, se obtiene g>1, por lo tanto para un mayor p, no 
puede ser observada la localización del campo.
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p=0.5 para una malla con L=75. El punto alrededor de 
x=45, y=15 exhibe la amplitud del modo localizado. 
También se generan otros modos fuera del área de la 
fuente, pero con menores amplitudes.

En la Figura 5, se muestra el campo EM en la in-
tersección central del sistema. Uno de los modos 
localizados con gran amplitud, se encuentra en las 
coordenadas (85,10) en el plano x,y, fuera del área de 
la fuente. En la figura 5, se  ha considerado un tamaño 
promedio de los radios aleatorios R=0.49, para una 
desviación estandar σ=0.3, cerca de la percolación 
umbral pc~0.5.

 

CONCLUSIONES

En nuestro estudio de los modos ópticos del campo 
electromagnético, generados por los emisores in-
corporados en un sistema de percolación 3-D, hemos 
encontrado que a través de un análisis del camino libre 
medio de los fotones y el cálculo de la relación de par-
ticipación inversa (IPR), la localización surge cerca de la 
transición de fase de percolación. Es importante señalar 
que la percolación umbral, es un efecto que corresponde 
únicamente a la geometría del sistema, donde ningún 
campo EM tiene participación. Por otro lado, el IPR es 
la medida de la distribución de los modos EM a través 
de un medio material. La localización de Anderson, y la 
existencia de modos en sistemas aleatorios tienen con-
secuencias prácticas. Tales modos pueden ser usados 
como resonadores para añadir funcionalidad a los 
componentes fotónicos. Los modos de una estructura 
aleatoria, también proveen la base para láseres 
aleatorios; un tópico que se ha desarrollado tanto en el 
área de investigación básica como aplicada. El análisis 
de un camino libre medio y la relación de participación 
inversa (IPR), muestran que la  localización surge cerca 
de la transición de fase de percolación en el sistema 3-D.

geometría del medio. Por otro lado el cálculo del IPR, 
involucra al campo eléctrico debido a los nano-emisores 
radiando dentro del clúster de percolación.

 

Figura 3. Relación de Participación Inversa I(p) para 
el campo radiado (Ec. (9)) y el parámetro de orden 
P(p) del clúster de percolación inicial en función de la 
probabilidad de ocupación p. Consideramos el radio de 
los poros promedio R=0.49 y la desviación estándar; (a) 
0.04, (b) 0.4.

La Figura 4 muestra la distribución del campo radiado 
utilizando la técnica FDTD 3-D, para los parámetros 
indicados. Nos concentramos cerca del umbral de 
percolación. Dada la complejidad para analizar la forma 
general del campo 3-D, consideramos la estructura del 
campo en la intersección central del sistema. Se pueden 
observar algunas manchas o sitios del campo con forma 
localizada suave que se encuentra en el área libre de 
fuentes. Uno de los modos localizados, se encuentra 
alrededor de x=70, y=50, este modo exhibe una amplitud 
de campo localizado.

 

Figura 4. Distribución típica del campo |Ex| (en la 
intersección central) en el sistema de percolación, con 
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