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RESUMEN

La interpretacion geométrica de las condiciones de optimalidad de primer y segundo
orden para una funcion de una variable, se extiende y adapta para funciones de
dos variables a través del uso de los conceptos de derivada direccional y formas
cuadraticas. Se argumenta sobre la interpretacion de la derivada direccional para
justificar graficamente las condiciones de primer y segundo orden. En la de segundo
orden se usan los conceptos de diagonalizacion de matrices y formas cuadraticas
para explicar la relacion de la derivada direccional de segundo orden con la matriz
Hessiana.

ABSTRACT

The geometric interpretation of the optimality conditions of first and second order for
a function of one variable, extends and adapts to functions of two variables through
the use of the concepts of directional derivative and quadratic forms. It is argued on
the interpretation of the directional derivative to graphically justify conditions first
and second order. In the second order, the concepts of diagonalization of matrices
and quadratic forms are used to explain the relation of the second order directional
derivative and the Hessian matrix.
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1 INTRODUCCION

La representacion grafica de una funciéon de una
variable independiente en un sistema de coordenadas
rectangulares es una curva plana. De la interpretacion
geométrica de la derivada como la pendiente de la
recta tangente a la curva, es claro que, en los valores
extremos relativos de la funcién, maximo o minimo,
la recta tangente es horizontal y de pendiente igual
a cero, como se muestra en la figura 1, en donde se
observa un valor maximo en x=-3 y un valor minimo

en x=3.
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Figura 1. Gréfica de una funcién que tiene tangentes de
pendiente cero en sus valores extremos

De la gréfica se justifica que analiticamente la
ubicacién de estos valores extremos se realice al
igualar a cero la derivada y resolviendo la ecuacion
resultante para hallar los valores criticos; sin embargo,
los valores criticos que se obtienen de esta forma
no necesariamente ubican los valores maximos o
minimos. De hecho, la grafica de la funcién también
puede tener un comportamiento como el de la figura
2, donde existe un punto donde la pendiente de la
recta tangente es igual a cero y no es un valor maximo
o minimo, sino un punto de inflexién.

La existencia de rectas de pendiente cero en los
valores extremos y en un punto de inflexion hace que
sea necesario examinar el comportamiento del signo
de la derivada de la funcién a evaluar en la vecindad
del punto critico, para determinar si se trata de un
valor méximo, minimo o punto de inflexion.

Figura 2. Funcién de una variable con un punto de inflexion

en x=3

e Si el signo de la derivada pasa de negativo para
valores menores al critico a positivo para valores
mayores, hay un valor minimo en el punto critico.

e Si el signo de la derivada pasa de positivo para
valores menores al critico a negativo para valores
mayores, hay un valor méximo en el valor critico.

¢ Si el signo de la derivada en la vecindad del punto
critico no cambia para valores menores y mayores
al critico, hay un punto de inflexion.

Las afirmaciones anteriores constituyen lo que se
conoce como el criterio de la primera derivada para
la determinacién de valores extremos de una funcién
de una variable independiente, y se pueden justificar
si se observa la gréfica de la derivada de la funcién de
la figura 1, mostrada en la figura 3, donde se nota que
pasa de valores positivos a negativos en la vecindad del
punto critico que corresponde con un valor maximo y
de valores negativos a positivos en el caso de un valor
minimo.

De manera similar, en la grafica de la derivada de
la funcién de la figura 2, mostrada en la figura 4, se
nota que el signo en la vecindad del valor critico no
cambia si se trata de un punto de inflexion.

El criterio de la segunda derivada [1] utiliza la
derivada de segundo orden de la funcién y examina el
signo de la misma al evaluarla en el valor critico.

e El signo de la segunda derivada es negativo en un
extremo relativo maximo.
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Figura 3. Grdfica de la derivada de la funcién de la figura 1
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Figura 4. Grdfica de la derivada de la funcién de la figura 2

e El signo de la segunda derivada es positivo en un
extremo relativo minimo.

Si se trata de un valor critico, obtenido de igualar a
cero la primera derivada, y la derivada de segundo
orden es igual a cero, es necesario determinar
la concavidad de la curva (signo de la segunda
derivada) en la vecindad del valor critico para
determinar si es un punto de inflexién, o bien, un
maximo o minimo.

El andlisis con la ayuda de las gréficas de las
condiciones de primer y segundo orden es un recurso
muy utilizado en la literatura relacionada con el caso
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de funciones de una variable independiente; sin
embargo, en el caso de funciones de varias variables
no es usual el enfoque geométrico para explicar estas
condiciones de optimalidad.

Por lo anterior, en este trabajo se usa como referencia
el andlisis de una sola variable para ampliar su in-
terpretacion y aplicacion al caso de funciones de dos
variables. Este propésito requiere la aplicacion de los
conceptos: derivada direccional y formas cuadraticas,
como se detalla en los siguientes apartados.

2 INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA
CONDICION DE PRIMER ORDEN VF(X#)=0

La grafica de una funcién de dos variables es una
superficie en el espacio geométrico tridimensional y,
como vya se ha sefialado, la aplicacion del concepto de
derivada direccional es importante para la explicacién
de la condicién de optimalidad de primer orden.

En la figura 5 se muestra la grafica de una funcién
de dos variables. Se puede notar que en sus puntos
es posible trazar rectas tangentes a la superficie en
diferentes direcciones, y si se trata de un valor extremo
maximo, las rectas tangentes en todas las direcciones
posibles deben ser horizontales o paralelas al plano
xy. Es decir, la derivada direccional en todas las
direcciones debe ser igual a cero.
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Figura 5. Funcién de dos variables con tangentes de pendiente
cero en un valor extremo maximo

En la figura 6, la grdfica de la funcién de dos
variables muestra que, también en un valor extremo
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recta tangente
en la direccion
u =cosBi+senBj

Figura 6. Funcién de dos variables con tangentes de pendiente
cero en un valor extremo minimo

recta tangente
en la direccion
u=cosBi + senBj

Figura 7. Funcién de dos variables con tangentes de pendiente
cero en un punto silla

minimo, las rectas tangentes a la superficie en todas las
direcciones posibles deben ser horizontales o paralelas
al plano xy.

En la figura 7 se observa un punto silla de una
funcién de dos variables, donde el comportamiento es
semejante al punto de inflexién de una funcién de una
sola variable; por lo que se verifica nuevamente que la
derivada direccional en todas las direcciones posibles
es igual a cero.

Ahora bien, de la expresion de la derivada
direccional en la direccion de un vector unitario u (1).
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D f(x,y)=0f/0x cos6+0f/0y sent (1)
Donde el vector unitario en el plano xy, que define
la direccién en la que se deriva es:

u=cosbi+sentj

Puesto que las componentes del vector unitario
son funciones seno y coseno, que son continuas y
tienen Unicamente valores en el intervalo de -1 a I;
dependiendo del angulo de la direccién en la que se
deriva y considerando la expresioén (1), concluimos
que la derivada en todas las direcciones es cero, si gf/ox
y 0f/0y son iguales a cero. Es decir el gradiente de la
funcién en los llamados valores criticos debe verificar
Vf{x*)=0 (todas las derivadas parciales de primer orden
de la funcién son iguales a cero en los puntos criticos).

Asi, la interpretacion geométrica de la derivada
direccional justifica que, en el caso de las funciones
de dos variables, la localizacién de los puntos criticos
en donde pueden existir valores extremos o puntos
silla, se realice igualando a cero todas las derivadas
parciales y resolviendo el sistema de ecuaciones.

3 INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA
CONDICION DE SEGUNDO ORDEN V2 F(Xx)

Como se ha mencionado, en el caso de una sola
variable, la exploracién del signo de la segunda
derivada evaluada en los valores criticos es un criterio
que permite identificar si en éstos existe un valor
mdaximo, minimo o punto de inflexién. En el caso de
una funcién de dos variables, se tiene que examinar
el signo de la segunda derivada direccional en todas
las direcciones; es decir, la derivada direccional en
una direccion dada de la derivada direccional en esta
misma direccion:

d
cosf + —

a a
Dy(Duf (x,¥)) = %(—i cosf + —fsenﬁ) =

a. dy

af af
(a cosf + @senf)) senf

La cual simplifica a la siguiente expresion:
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a—x]: (cosB)? +

a%f o%*f
iy senfcost + yox

aZ
Dy(Dyf (x,¥)) = cosfsend + a—y}: (send)?

A su vez, la equivalencia de las derivadas mixtas de
segundo orden reduce la expresion anterior a:
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Dy(Dyf (x,y)) = g (cos0)? + 2 —cosOsen() + —(senO)2 (2)

El andlisis de esta ecuacién (2) debe considerar el
signo de la segunda derivada direccional en todas las
direcciones posibles evaluada en los valores criticos y
considerando que cada direccion es semejante al caso
una variable. El criterio de la segunda derivada para las
funciones de dos variables es:

e Si el signo de la segunda derivada direccional en
todas las direcciones posibles en el valor critico
evaluado es negativo, la funcién tiene un valor
extremo en este punto y es un maximo local
estricto.
Si el signo de la segunda derivada direccional en
todas las direcciones posibles en el valor critico
evaluado es positivo, la funcién tiene un valor
extremo en este punto y es un minimo local estricto.
la segunda derivada direccional evaluada en
el valor critico que se examina produce valores
negativos en ciertas direcciones y valores positivos
en otras, quiere decir que la funcién que se analiza
en algunas direcciones es céncava y en otras
convexa; por lo tanto, se concluye que se trata
de un punto silla que, por su forma geométrica,
cumple con la unién de las dos posibilidades:
céncava en unas direcciones y convexa en otras.
Si la segunda derivada direccional tiene direcciones
donde produce resultados iguales a cero y valores
positivos, o bien iguales a cero y valores negativos,
se requiere examinar el signo de la segunda
derivada direccional para puntos en la vecindad del
valor critico; o en su caso, explorar directamente
los valores de la funcién para determinar si se trata
de un punto silla, mdximo o minimo.

Hasta este punto, se ha establecido el criterio de
la segunda derivada direccional con el concepto de
la derivada direccional y con las gréficas de funciones
de dos variables; sin embargo, en la literatura de op-
timizacion, el criterio que utiliza derivadas parciales de
segundo orden se encuentra de la siguiente manera [2]:

Teorema: sea x* un punto critico de una funcion de
dos variables o mas con derivadas de segundo orden
continuas, entonces:

* Si la hessiana de frepresenta una forma cuadratica
definida negativa (positiva) en x*, entonces x* es
maximo (minimo) local estricto.
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¢ Silahessiana de fes semidefinida negativa (positiva)
en x*,y en un entorno del punto x*, entonces x* es
maximo (minimo) local.

Si la hessiana de f es indefinida en x*, entonces x*
es un punto silla.

Para mostrar la relacién de este criterio en términos
de la matriz hessiana, con el criterio enunciado en
términos de la derivada direccional, es necesario
reconocer que el lado derecho de la ecuacion (2) se
puede escribir en una forma cuadratica (3), donde las
variables son cos0, sen0 :

o 0%
ax2  9xd cosB cosB

Du(Duf (x,7)) = t';ch ;2;1] [S€n9 senB (3)
dydx  dy?

Una vez que se identifica como forma cuadrdtica,
se observa claramente que la matriz de las segundas
derivadas parciales evaluadas en el valor critico a
examinar, es la hessiana evaluada en el punto critico.

Ahora bien, con la aplicacién de transformaciones
lineales para diagonalizar esta matriz Hessiana, se
obtiene una expresion equivalente a la ecuacién (2)
de la derivada direccional de segundo orden sin el
término mixto cosOsend, de la forma:

D, (D, fxy)=1, (x, ) +1, (v,)? 82

Donde 4,4, son los valores caracteristicos de la
matriz he55|ana evaluada en el punto critico; a su
vez, las variables x,, y_ se expresan en funcién de las
variables cos8 , senf con la transformacion lineal co-
rrespondiente a la diagonalizacion.

ol =l
Xp] _ [acosB + bsen®
[ ] N [ccose + dsen#

]
O bien

El resultado de la diagonalizacién expresado en
la ecuacién (4) simplifica el andlisis del signo de la
segunda derivada direccional, ya que Unicamente
contiene términos propios al cuadrado, no hay
términos mixtos y se tienen los siguientes casos:
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Si los valores 4,4, de la matriz hessiana evaluada en
un valor critico son sélo positivos, conceptualmente
la matriz es positiva definida; esto es equivalente a
observar que en la ecuacion (4), con estos valores
caracteristicos, la derivada direccional de segundo
orden en todas las direcciones posibles es positiva,
como en la figura 8 y se trata de un valor minimo.
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en la direccion de
u = cosBi + senBj

Figura 8. El signo de la segunda derivada direccional en todas
las direcciones es positivo y es un minimo

Si la matriz hessiana evaluada en el valor critico
tiene todos sus valores caracteristicos con signo
negativo, la matriz es definida negativa y el signo
de la segunda derivada direccional en la ecuacién
(4) es negativo en todas las direcciones, como en la
figura 9, y se trata de un valor maximo.

Si los valores caracteristicos de la matriz hessiana
son positivos y negativos, la matriz es indefinida y
en el valor critico hay un punto silla; por lo que
el signo de la segunda derivada direccional de la
ecuacion (4) en ciertas direcciones serd positivo y
en otras negativo, lo que sélo se satisface con la
forma geométrica del punto silla de la figura 10,
céncava en unas direcciones y convexa en otras.
Si algin valor caracteristico de la matriz hessiana
es igual a cero y el otro positivo (0 negativo), la
matriz es semidefinida positiva (o negativa) y
en la ecuacion (4) un valor caracteristico igual a
cero permite que el resultado final de la derivada
direccional pueda ser cero en algunas direcciones
que anulen el término con el valor caracteristico
distinto de cero. En estos casos es necesario evaluar
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la matriz hessiana en la vecindad del valor critico
y caracterizar la matriz resultante nuevamente
como definida negativa, positiva o indefinida, para
determinar si se trata de un valor maximo, minimo
o punto silla.

z
urva de interseccion

plano con directriz
en la direccion de
u = cosBi + senBj X

Figura 9. El signo de la segunda derivada direccional en todas
las direcciones es negativo y es un maximo

curva de interseccion

en otra direccion —

Figura 10. Punto silla de una funcién, el signo de la segunda
derivada direccional en algunas direcciones es positivo y en
otras negativo

4 CONCLUSIONES

La aplicaciéon de la interpretaciéon geométrica de
la derivada direccional demuestra graficamente las
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condiciones de optimalidad de primer y segundo
orden para funciones de dos variables.

La aplicacién de los conceptos de diagonalizacion
de matrices y formas cuadraticas explica la relacién
existente entre la matriz hessiana y la derivada
direccional de segundo orden en la localizacion de
valores extremos de funciones de dos variables.

Elusodelarepresentacion graficaparalaexplicacion
de conceptos o la soluciéon de problemas es un
recurso muy importante para mejorar la comprension
de temas, o en su caso, obtener soluciones. En este
contexto, el trabajo aporta, con el detalle necesario,
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