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Abstract. En este articulo se presenta un modelo estocastico nuevo para la
interseccion de dos calles urbanas, con dos carriles cada una. El flujo vehicular
en la interseccion se controla por un conjunto de seméforos que operan bajo un
esquema de tiempo fijo. La dinamica vehicular se simula dentro del marco de
los modelos basados en autdmatas celulares probabilistas. El objetivo es
optimizar el flujo vehicular en el cruce de las calles a través de la minimizacion
del tiempo de espera de los vehiculos por ciclo del semé&foro. Para este
proposito, se evalla el tiempo de espera experimentado por los vehiculos que
integran el flujo vehicular en cada interseccion durante intervalos de tiempo
especificos. Con base en los resultados obtenidos, se determina el tiempo de
sefializacion optimo de los seméaforos para minimizar el tiempo total de espera
para ambas calles y asi, optimizar el flujo vehicular.
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1 Introduccién

Durante los ultimos cincuenta afios, se han desarrollado una amplia gama de
teorias de flujo de trafico y modelos como herramientas para solucionar los
problemas econémicos y sociales que se originan como consecuencia de la
demanda vehicular alta [1]. Las investigaciones se orientan a optimizar la
eficiencia de los sistemas de transito existentes y de esta forma incrementar la
capacidad vehicular. Recientemente, modelos discretos como los Autdmatas
Celulares (AC) han proporcionado un marco teérico significativo para la
disciplina de la modelacion de tréfico vehicular [2, 6, 7]. Los AC son sistemas
dinamicos discretos en todas sus componentes: espacio, tiempo y variables de
estado. Los AC son utiles para modelar fenémenos dindmicos complejos, que
se modelan normalmente a través de ecuaciones en derivadas parciales, y para
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los cuales no existe solucion analitica explicita. Aplicados en la modelacion
del trafico vehicular, los AC se plantean como un paradigma de modelacién
microscopico alternativo al convencional (macroscopico) que se basa en la
especificacion de ecuaciones diferenciales en un contexto continuo. A nivel
microscopico, el énfasis del modelado est4 en cada vehiculo que circula por
una via de transporte superficial y su interaccion. Por lo tanto, los modelos
para trafico vehicular basados en AC permiten capturar dinamicas a un micro-
nivel y propagarlas a un desempefio de macro-nivel; es decir, permiten
representar las interacciones entre los vehiculos individuales y relacionar esta
interaccidon a mediciones macroscépicas como el flujo vehicular, el tiempo de
viaje y la velocidad promedio.

A pesar de la busqueda de nuevos modelos para mejorar el desempefio del
transito vehicular y aquellos realizados por los ingenieros de trafico, la
sefializacién optima de las redes de transito urbano no ha sido totalmente
comprendida. En la mayoria de los estudios realizados, el interés principal se
ha enfocado en las estrategias globales de la red de trafico y con frecuencia, el
papel gue juega el desempefio del trafico en una interseccién de calles aislada
no se ha considerado. Sin embargo, las intersecciones juegan un papel
importante en el desempefio de una red de transporte urbana, ya que
representan el punto de convergencia del transito vehicular. Ademas, las
intersecciones son las causantes de los cuellos de botella de una red urbana y
determinantes criticos de la capacidad vehicular, la eficiencia y la seguridad
de la misma. Esto se debe a que una interseccion comprende el area donde dos
0 mas calles se unen (denominado cruce) y todo el espacio destinado a
facilitar los movimientos de los vehiculos que circulan por ella. En particular,
el estudio de una interseccion de dos calles (aqui llamada interseccién aislada)
es un ingrediente substancial para lograr la optimizacion global del flujo
vehicular en una red urbana.

En este trabajo, se analiza el estado del trafico en una interseccion aislada de
dos calles (cruce recto), con dos carriles cada una. El flujo vehicular se
controla mediante seméaforos que operan bajo un esquema de tiempo fijo. En
este tipo de esquema, se elige cierta cantidad de tiempo para el ciclo de
duracion de un seméforo y sus respectivas fases (verde, amarilla y roja). Para
simular la dindmica vehicular se utiliza un autémata celular probabilista. El
objetivo es minimizar el tiempo de espera de los vehiculos en una cola que se
origina en una interseccion con la finalidad de optimizar su flujo vehicular y
el desempefio de la misma. El resto de este trabajo estd organizado de la
siguiente manera. En la Sec. 2, se describe el modelo utilizado para simular
una interseccion aislada. Los resultados obtenidos de la investigacion se
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presentan en la Sec. 3. Se presentan resultados tanto para un flujo vehicular de
entrada simétrico (mismo flujo de entrada en las dos calles que se intersectan)
como flujo de entrada asimétrico (flujo de entrada diferente). Para ambos
casos se analizan los resultados obtenidos de la simulacién computacional del
modelo que se propone y se presenta una comparacion con resultados
obtenidos en forma analitica. Por Gltimo, se presentan las conclusiones del
trabajo.

2 Formulacion del Modelo

Un cruce se forma en la interseccion de dos calles. Dependiendo del tipo de
cruce se definen los distintos tipos de movimiento que permiten que los
vehiculos atraviesen un cruce sin conflictos. En este trabajo, se considera un
cruce de dos calles perpendiculares, cada una de ellas compuesta de dos
carriles cuyo flujo vehicular se orienta en sentidos opuestos. Para hacer un
modelo lo mas parecido al comportamiento del transito vehicular real, el
numero de vehiculos presentes en la interseccion varia en el tiempo, es decir,
se trata de un sistema de frontera abierta. De aqui en adelante a la calle
vertical se le referira Ay a la calle horizontal B. Los vehiculos arriban en cada
uno de los carriles que componen el cruce de las calles (en los cuatro accesos
de entrada) en el sentido del flujo vehicular. Para controlar el flujo vehicular
en la interseccion se consideran seméaforos sincronizados que operan bajo un
esquema de tiempo fijo (ver Fig. 1).
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Fig. 1. Interseccion aislada de dos carriles. Los vehiculos de la calle A se desplazan de Norte a
Sur y de Sur a Norte, en sus respectivos carriles; mientras que en la calle B los vehiculos viajan
de Este a Oeste y viceversa.

Como punto inicial de la investigacion, el modelo considera vehiculos de la
misma longitud que nunca cambian de carril (no se permite el rebase entre los
vehiculos). Tampoco se permite que un vehiculo gire al llegar a la
interseccion para cambiar su direccion de flujo vehicular (destino). La
dinadmica de los vehiculos del sistema se basa en una modificacion del modelo
de Nagel-Schreckenberg (aqui referido como NaSch) para trafico vehicular de
carreteras®. Por lo tanto, el espacio y el tiempo del modelo se discretizan. De
tal forma que cada carril se divide en L; celdas del mismo tamafio cuya
longitud, < x, corresponde a 6 m., que equivale a la longitud promedio de un
automdvil méas la distancia que existe entre vehiculos en un
congestionamiento. Debido a que se consideran carriles del mismo tamafio
tanto antes como después de la interseccion, la longitud total de cada carril es
L=2 < L+2, donde el 2 es resultado del nimero de celdas que se cruzan en la
interseccion (igual a la cantidad de carriles que tiene la calle con que se
intersecta un carril) y L es la longitud en celdas de un carril desde su inicio
hasta el cruce. El tiempo se discretiza en pasos de tiempo < t. Cada paso de
tiempo, una celda puede estar vacia u ocupada por exactamente un vehiculo.
Debido a la discretizacién de espacio y tiempo, cada vehiculo puede tomar los
valores de velocidad discretos 0, 1, 2, <, Vmax, donde vmax €S la velocidad
limite. Asi, las unidades de distancia, velocidad y tiempo se normalizan con
respecto a la longitud de cada celda, < x y el paso de tiempo < t. Por lo tanto,
las unidades para la posicion x denotan el nimero de celda de la red; para la
velocidad v, el namero de celdas por unidad de tiempo y para el tiempo t, el
namero de pasos de tiempo.

En el modelo que aqui se propone, cada paso de tiempo el estado del sistema
se caracteriza por las posiciones y velocidades de los vehiculos, asi como el
estado de la fase del semaforo en cada calle (s6lo se consideran las fases roja
y verde del semaforo). Todos los aspectos antes mencionados para la
dindmica vehicular se incorporan al modelo propuesto mediante un conjunto

BEste fue el primero que mostrd que los AC eran adecuados para simular el
desempeno del transito vehicular [8].
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de reglas para el n-ésimo vehiculo caracterizado por su posicion xa(t) y su
velocidad vi(t), al tiempo t. Los vehiculos en cada carril se enumeran en la
direccion de conduccion, es decir, el vehiculo n+1 se encuentra adelante del
vehiculo n. De este modo, el espaciamiento entre vehiculos consecutivos
(nimero de celdas vacias) se define como di= Xn+1(t)-Xn(t). La distancia (en
celdas) de un vehiculo al cruce de la interseccién se denota dc.. De esta
forma, el estado de los vehiculos al paso del tiempo t+1 se obtiene del estado
al tiempo t mediante la aplicacién de las siguientes reglas de AC a todos los
vehiculos (en paralelo).

R1: Aceleracion
Va(t + 1)< minimo(Va(t) + 1, Vmax)

R2: Desaceleracion. Con base en la posicion de otros vehiculos y el estado
actual del semaforo e; (1:rojo, 0:verde).

Si es =1 (rojo) entonces

Vn(t + 1)< minimo (Vn, dn, den)

Si e; =0 (verde)

Si xn <=L y existe un vehiculo en el cruce de otra calle (en la zona de
peligro, fig. 2) que obstruya el paso entonces

Vn(t + 1)< minimo (Vn, dn, an)

En otro caso
Va(t + 1)< minimo (vn, dn)
R3: Frenado aleatorio.

Va(t + 1)< maximo (v»-1, 0)

CSi el vehiculo se encuentra después del cruce dc,=00
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con probabilidad R
R4: Movimiento de vehiculos.

Xn(t + 1)< XptVy

Las reglas R1 a R3 se disefiaron para cambiar la velocidad de los vehiculos; la
regla R4 cambia su posicion. De acuerdo a esto, el cambio de estado se divide
en dos etapas, primero la velocidad y segundo la posicién. Es importante
sefialar que el modelo presentado en este trabajo tiene la particularidad de que
las reglas del AC se aplican a todos los vehiculos en forma sincrona, en cada
paso de tiempo, sin importar si el vehiculo se encuentra antes o después del
cruce. En lo siguiente se discuten las reglas de cambio de estado una a una.

La regla de R1 representa el deseo que tienen los conductores de alcanzar la
maxima velocidad, siempre y cuando esto les sea posible. La regla R2
produce que un conductor disminuya su velocidad para evitar colisiones
cuando el espacio que separa su vehiculo del vehiculo de enfrente llega a ser
pequefio y/o el estado del semaforo, la distancia que lo separa del cruce y las
condiciones del vehiculo asi lo requieren para mantener seguridad. La regla
R3 simula la disminucién de la velocidad de un vehiculo ocasionada por
circunstancias inesperadas, por ejemplo, como el estado fisico de la calle y/o
las condiciones del clima; la finalidad es simular sobrerreacciones de los
conductores ante diversas situaciones de trafico que requieren
desaceleraciones inesperadas. Por ultimo, la regla R4 actualiza la posicion de
los vehiculos de acuerdo a la velocidad adquirida mediante la aplicacion de
las reglas R1-R3.

La principal modificacion que se realizé al modelo NaSch para adaptarlo a la
modelacion del trafico urbano se llevé a cabo en la regla R2. En esta regla, la
desaceleracion de un vehiculo depende principalmente del estado actual del
seméforo que le corresponde (fase verde o fase roja), su posicion en el carril y
el espaciamiento al vehiculo precedente. Durante la fase roja, la velocidad de
un vehiculo se determina por su distancia al vehiculo de enfrente, su distancia
al cruce y su velocidad actual. Por otra parte, durante la fase verde del
semaforo de un carril determinado, el n-ésimo vehiculo podra atravesar la
interseccion si no existe algun vehiculo de los carriles perpendiculares que
permanezca en el cruce. Para aclarar un poco esto Gltimo, considérese la Fig.
2, que esquematiza lo que en este trabajo se le denomina zona de peligro, es
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decir, las posiciones en el cruce que un vehiculo debe revisar antes de avanzar
en una fase de seméaforo verde. Cuando el semaforo correspondiente a un
carril determinado inicia una fase verde, debe revisar que no exista un
vehiculo, del paso de tiempo anterior, dentro de la zona de peligro para dicho
carril, de ser éste el caso entonces el comportamiento del seméaforo para el
carril es semejante a permanecer en una fase roja; ya que de otra forma se
producirian colisiones entre los vehiculos. Con esta modificacién, la
definicion de la dindmica vehicular se adapté para su uso adecuado en la
interseccion controlada por seméaforos.

Los pardmetros del modelo tienen los siguientes valores. La velocidad
méxima permitida de un vehiculo es vmax = 5, la cual corresponde a 54 km/h,
que es la velocidad promedio permitida para transito urbano. Considerando
esta velocidad, el paso de tiempo t corresponde a 2 segundos. La longitud del
carril antes del cruce, denominada horizonte de la interseccion, es de 67
celdas, es decir, L = 67 por lo que la longitud en unidades reales de la
carretera antes del cruce es de 402 metros, que corresponde a la distancia a
partir de la cual un conductor puede percibir la presencia de un seméaforo. El
valor del pardmetro de frenado aleatorio es R=0.5. Una vez que se han
descrito las reglas de la dindmica vehicular del AC, se describira el conjunto
de pasos que integran el nuevo modelo que se propone en este trabajo y que
se aplican cada paso de tiempo discreto.

(A
-
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Fig. 2. Esquema de la zona de peligro para el carril con flujo en direccién sur-norte. Cualquier
vehiculo i de este carril que desee atravesar el cruce, antes debe verificar que no exista un
vehiculo de alguno de los carriles perpendiculares dentro de alguna de las tres celdas de peligro
(las cuales estan en rojo), para atravesar sin producir colisiones durante su fase verde.

Paso 1: Determinacién de la Fase del Seméforo. Primeramente se
especifican los estados del ciclo del seméaforo para todos los carriles de
conduccion. En este paso, se determinan los cambios de fase (color) de los
semaforos correspondientes a cada carril. Los semaforos correspondientes a
los carriles de una misma calle funcionan en forma sincrona, es decir, en un
tiempo determinado t su estado es el mismo. Ademas, el funcionamiento de
los semaforos para las calles A y B es complementario, es decir, el estado sus
semaforos correspondientes a un tiempo dado t siempre son distintos (si los
semaforos de la calle A estan en verde, los seméforos de la calle B estan en
rojo).

Paso 2: Asignacion de Flujo Vehicular. En este paso se discute la entrada de
los vehiculos a la interseccion. Durante el tiempo de duracion de la fase verde
asignado a una calle determinada, una fraccion de la cola formada durante la
fase roja correspondiente se disolvera y atravesara el cruce. Si el indice de
arribo promedio de los vehiculos excede el indice maximo de evacuacién
entonces, en promedio, a una fraccién de una cola genérica no le sera posible
atravesar la interseccion y los vehiculos deberan esperar hasta que ocurra el
préximo periodo de fase verde. Como consecuencia, la longitud de la cola se
incrementard en el transcurso del tiempo. Sin embargo, en la realidad
raramente se observa este fenémeno debido a que una interseccién se liga a
otras y por lo tanto, la posibilidad de que ocurra tal evento se restringe a casos
excepcionales donde inevitablemente la cantidad de flujo de entrada es muy
grande. A lo largo de este trabajo, se asume que el indice de flujo de entrada
promedio es por abajo del indice de evacuacion, tal que una cola genérica
tendré suficiente tiempo para disolverse y que la interseccion esté disponible
para soportar el flujo de entrada. De esta forma, hay una longitud de cola
tipica que afecta el movimiento de los vehiculos. EI movimiento de un
vehiculo que se aproxima a un semaforo en fase roja se ve afectado por dos
factores: la distancia al final de la cola y el estado del seméaforo. Para describir
el desempefio estadistico del espaciamiento de los vehiculos que entran, la
posicion en la que se introduce un vehiculo se determina en forma aleatoria
por la posicion del altimo vehiculo (el vehiculo dentro del horizonte de la
interseccion més alejado del cruce), al que se le denotara last, y el
espaciamiento del mismo al vehiculo que entra, denotado gs, cuyo valor se
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determinard por la funcion de distribucion de Poisson. El motivo por el cual se
usa la distribucion de Poisson para introducir los vehiculos a la calle
correspondiente se debe a que la distribucion de Poisson se usa en gran
variedad de fendmenos que incorporan la modelacion de la teoria de colas y
ha mostrado aproximarse bien a la realidad [5]. Ademas tiene la ventaja de
que Unicamente toma valores discretos, lo cual es deseable para el modelo, ya
que es discreto tanto en tiempo como en espacio. De acuerdo a esta funcion de
distribucion, la probabilidad que el espaciamiento entre el vehiculo que entra
al horizonte de la interseccion y su predecesor sea n es p(n)=(< "e )/n!, donde
el parametro < especifica tanto el promedio como la varianza de la funcién de
distribucion. El parametro < es una medida directa del flujo vehicular. Un
valor de < grande describe un flujo vehicular ligero, mientras que un valor de
< pequefio corresponde a un flujo vehicular pesado. Una vez calculada la
funcion de distribucion, se permite que un vehiculo ingrese dentro del
horizonte de la interseccion en la posicion last — hs, donde hs=gs+1 y determina
el llamado headway espacial®.

Paso 3: Aplicacién de las Reglas del AC a Todos los Vehiculos. En esta
etapa se actualizan las velocidades y las posiciones de todos los vehiculos con
base en las reglas del autémata celular definidas previamente (R1-R4).
Primeramente se actualizan las velocidades y posiciones de los vehiculos en la
calle cuya fase del seméforo es verde. Posteriormente, se procede a la
actualizacion de la calle cuya fase del semaforo es roja. Al finalizar la
aplicacion de las reglas se evalta el tiempo de espera agregado (aqui llamado
delay) de los vehiculos en la interseccién, tanto de la calle A como de la calle
B. Cada vez que un vehiculo que se encuentra antes de la interseccién se
detiene contribuye al tiempo de espera total. Por lo tanto, para evaluar el
tiempo de espera, se mide la longitud de la cola que se forma en el paso de
tiempo t, es decir, el nimero de vehiculos contiguos cuya velocidad es cero.
Esta cola de espera se mide en direccidn contraria al flujo a partir del vehiculo
que se encuentre en la posicion L del carril (antes del cruce) hasta que se
encuentre el primer vehiculo i con velocidad vi # 0; a la cola la denotaremos
como Q. El tiempo de espera al tiempo t+1 se obtiene afiadiendo la longitud
de la cola Q al tiempo de espera del paso de tiempo anterior t como se hace en

[4]:

delay(t + 1) = delay(t) + Q(t). @

PDistancia entre las correspondientes defensas traseras de dos vehiculos sucesivos.
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Esto asegura que durante el siguiente paso de tiempo, cada uno de los
vehiculos detenidos contribuye un paso de tiempo al tiempo de espera total.

Cabe mencionar que debido a la definicion de las reglas del AC propuesto en
este trabajo, es posible que una calle cuya fase del seméaforo se encuentra en
verde contribuya al tiempo de espera total si el cruce se encuentra ocupado
por algin vehiculo de la calle opuesta.

El conjunto de pasos descritos cambian la configuracién de la interseccion en
el tiempo. En la siguiente seccion se explican resultados obtenidos de
simulacién computacional del modelo descrito en esta seccion, asi como
algunos resultados analiticos para comparacion del funcionamiento.

3 Serializacién de la interseccion

En los resultados que se presentan en este trabajo se utiliza el esquema de
sefializacion de tiempo fijo para el control de las fases de los seméaforos. En
este esquema, el flujo vehicular en las intersecciones opera de la siguiente
manera. Las luces de los semaforos cambian a verde periédicamente con un
periodo fijo C (longitud del ciclo de seméaforo). Este periodo se divide en dos
partes: en la primera parte el semaforo es verde para la calle A
(simultaneamente rojo para la calle B). Esta parte dura T, s. (T,<C). En la
segunda parte, las luces cambian de color y el movimiento es posible para la
calle B (si no hay obstruccion en la zona de peligro). La segunda parte dura
desde T, a C. Este desempefio se repite periodicamente. De esta forma, los
vehiculos ingresan a la interseccion y una fraccion de ellos experimenta la luz
roja y por lo tanto, deben esperar hasta se les permite cruzar la interseccion
durante su correspondiente periodo verde. Una vez explicado el esquema, la
pregunta que orienta este trabajo es ;COomo ajustar el periodo de fase verde
para optimizar el trafico en la interseccion?

En este trabajo se adopta el término trafico optimizado como un estado en el
que el tiempo de de espera total de los vehiculos es minimo. Para evaluar este
tiempo de espera, en este trabajo se simula el flujo vehicular.

3.1 Resultados de simulacién

Para obtener los resultados que se presentan en esta seccion, se realizaron
simulaciones del modelo durante T=1800 pasos de tiempo correspondientes a

42



Programacion Matematica y Software (2009), Vol. 1. No 1. ISSN: En tramite

una hora en tiempo real. La duracion del ciclo de seméaforo, C, es igual a la
suma de los tiempos que duran la fase verde Ty y la fase roja T, del mismo, es
decir, C = Ty + T.. En particular, se consideraron C=30 pasos de tiempo, que
equivalen a una duracién de tiempo real de 60 segundos. Para este valor de C
se realizaron simulaciones para 1 < Ty < 29 en incrementos de 1, mientras que
T: toma el valor C-T, También se consideraron distintos valores del
espaciamiento ¢gs (variando el valor del pardmetro < de la funcién de
distribucion de probabilidad de Poisson). El objetivo principal de las
simulaciones realizadas fue observar la influencia del seméaforo sobre el flujo
vehicular considerado bajo condiciones distintas del flujo vehicular y de la
duracién de las fases del seméaforo. Cabe recordar que el funcionamiento de
los seméaforos es complementario. Para ejemplificarlo, si suponemos que el
ciclo del semaforo es de 60 s., si la fase verde del semaforo de la calle A dura
2 segundos, su fase roja durara 58 segundos y en forma inversa para la calle
B.

Los resultados se obtuvieron del promedio de 50 experimentos
independientes, para cada simulacién. Sin pérdida de generalidad, los
resultados que se presentan seran con referencia a las fases del seméaforo de la
calle A (vertical) y se referird a la duracion de la fase verde como Ty y a la
fase roja como T,.. En el caso en que sea necesario hacer referencia a la
duracion de la fase verde de la calle B, se denotard como Tvg y a la fase roja
como Tre.

3.1 Flujo Vehicular de Entrada Simétrico

Como punto inicial de la investigacion del funcionamiento del modelo se
consideré un flujo de entrada simétrico para ambas calles, A y B. Esto
significa que el valor asignado al parametro < de la calle A (< ) fue igual al
correspondiente a la calle B (< g) en cada instante de tiempo, esto es < a=<s.
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Fig. 3. Gréfica que muestra el tiempo de espera total contra la duracion de la fase verde de la
calle A, para distintos flujos de entrada, iguales para ambas calles, es decir, < a=<s. La longitud
del ciclo es 60 s.

En la Fig. 3 se muestra el tiempo de espera total de los vehiculos en segundos,
con respecto a la duracion de la fase verde de la calle A y una duracion del
ciclo C=30 pasos de tiempo. Se presentan las graficas correspondientes a
distintos valores de <, es decir, el gap espacial de entrada promedio gs.

Como se observa de esta figura, la curva resultante tiene forma de "U”. La
zona intermedia, donde el tiempo de espera total se minimiza, corresponde a
una situacion en la que el tiempo que dura la fase verde de la calle A excede el
flujo entrante; asi las colas de espera desaparecen durante una fase verde del
seméforo y como consecuencia todos los coches que estan esperando pueden
atravesar el cruce durante la fase verde inmediata. Notese, que el flujo de
vehicular éptimo (el minimo en la gréafica) se obtiene cuando la duracion de
la fase verde de ambas calles es igual, es decir, T\=Tve. En general para
cualquier valor de C el flujo vehicular 6ptimo se obtiene cuando a los
seméforos de distintas calles se les asigna la misma duracion de fase verde, es
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decir, T\=C/2, dado que el flujo vehicular de entrada es simétrico para ambas
calles.

Con base en el funcionamiento de la interseccion es posible determinar las
condiciones en las que la interseccion no seria capaz de soportar el flujo
vehicular que entra y como consecuencia la longitud de la cola de espera
comenzaria a crecer. Por lo tanto, la cola de espera que se forma no podria
desaparecer completamente en una sola fase verde del seméforo
correspondiente y los congestionamientos vehiculares se incrementarian. La
fraccion T./C del ciclo esta dada en términos de la duracién de la fase verde
del seméforo de la calle A. Esto implica que a la calle A le corresponden
3600< (T./C) segundos de fase verde en una hora y el tiempo restante le
corresponde a la calle B. Considerando el hecho de que durante la fase verde
los vehiculos atraviesan la interseccién con intervalos promedio aproximados
de 0.5 vehiculos por segundo por carril, la capacidad maxima del flujo de
salida, denotada por < Capmax< seria < Capmx< = 1800< (T./C). Por otra
parte, es posible estimar el flujo de entrada total a la interseccién con base en
el espaciamiento promedio. Para este proposito, se obtiene el intervalo de
tiempo promedio en segundos entre dos vehiculos que entran hic.como:

ht< »=6< (< A /Vmax) Segundos 2

En (2) se asume que los vehiculos entran a la interseccion con la velocidad
maxima Vmax=15 m/s. y el pardmetro 6 denota la longitud en metros de las
celdas. Con base en lo anterior, el nimero promedio de los vehiculos que
entran en una hora se aproxima a < Nin< =3600/ ht< .. Para evitar que las colas
de espera crezcan demasiado debe cumplirse la siguiente restriccion [4]:

<Nin>§<Capmax> (3)

Sustituyendo en la formula de (3) la velocidad méxima por su valor
correspondiente de 15 m/s, se obtiene que Ty < (5< C/< a). Como la duracion
del ciclo del seméaforo es C=60 s, entonces el valor minimo consistente de la
fase verde para < =13 seria 24 s, para < =15 seria 20 s, para < =17 seria 18's,
para < =20 seria 15 s y para < =22 seria 14 s. Ademas, se puede concluir que
el valor més pequefio de < a debe ser 10 (6 60 m), y su correspondiente fase
verde debe durar 30 s.

Debido a que la duracién de la fase verde de la calle B es C-Ty, es facil
deducir que la condicion C-Ty < (5C)/< g se cumple. Combinando ambas
condiciones sobre Ty, se obtiene la siguiente desigualdad sobre T, para una
condicidn estacionaria de colas:
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(5Cl/<a) = Ty < (C<(1-5/<p)) (4)

Como consecuencia, los parametros < a, < g y Ty deben satisfacer la
desigualdad en (4), en otro caso la longitud de la cola seguird creciendo. A
partir de (4), se pueden concluir dos condiciones en los intervalos de entrada:
<g<5y @/ a+ ll<p) < (1/5), las cuales se cumplen sin importar la
duracion de la fase verde.

3.2 Flujo Vehicular de Entrada Asimétrico

La simulacion de un flujo de entrada simétrico nos permitié comprobar que el
modelo funcionaba adecuadamente. Sin embargo, en la realidad, los flujos de
entrada en una interseccion son asimétricos, es decir el flujo de entrada es
distinto para las calles que forman la interseccién.. En esta subseccion, se
presentan los resultados de simulacion obtenidos para valores asimétricos del
flujo de entrada para las calles A y B, es decir, donde < A < < g. En este tipo de
flujo de entrada, el nimero de vehiculos que circula por una de las dos calles
es mayor. Esta es una situacion comin, ya que en general las avenidas
principales intersectan con calles poco usadas, cuyo flujo vehicular es méas
bajo. En la Fig. 3 se presenta los resultados correspondientes correspondiente
para < =13 y diferentes valores del espaciamiento de entrada de la calle B,
< g=18, 20, 22 y 24. La gréafica muestra el tiempo de espera total con respecto
a la duracion de la fase verde de la calle A. Como se puede observar, el tiempo
de espera total minimo esta desplazado hacia la derecha, en comparacion con
los resultados correspondientes al caso simétrico para < a = 13 = <g de la Fig.
2. Este comportamiento expresa que debe asignarse mayor cantidad de tiempo
a la duracidn de la fase verde (Ty) de la calle cuyo flujo vehicular de entrada
es mayor, en este caso a la calle A, como es de esperarse.

Para minimizar el tiempo de espera total, se debe determinacién la
distribucion del tiempo asignado a la fase verde de cada calle en forma
analitica. Para este proposito, se considerd que la duracion de la fase verde de
un semaforo es proporcional al flujo vehicular de entrada de cada calle. Se
denota el arribo promedio de los vehiculos de las calles Ay Bcomo<ay<eg
respectivamente. Obsérvese que < a y < g son el inverso de los
espaciamientos de entrada, es decir, < =1/< . Si se evalla, el tiempo de
espera de la calle A en la fase roja, cuya duracion es C-Ty, para un ciclo de
seméaforo completo C durante el intervalo de tiempo [t, t+1], el nimero de
vehiculos que se adicionan a la cola de espera es < a< t. Estos vehiculos
deben esperar C-T,-t segundos hasta que se inicie la siguiente fase verde del
semaforo. Por lo tanto, su contribucion al tiempo de espera sera < o< (C-Ty-t)
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<< t. Asi, el tiempo de espera agregado de la calle A durante el ciclo del
semaforo se obtiene mediante la suma del tiempo de espera como se
especifica en la ecuacion (5).
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Fig. 4. Gréfica que muestra el tiempo de espera total contra la duracién de la fase verde de la
calle A, para distintos flujos de entrada de la calle B (<s) y flujo fijo para la calle A (<a = 13),
tal que <a < <g. La longitud del ciclo es 60 s.

De forma similar, la contribucion de la calle B al tiempo de espera total puede
ser evaluada como (1/2)<< g< (T\*-Ty). Sumando el tiempo de espera de
ambas calles, para una cierta duracion de fase verde de seméaforo Ty, el tiempo
de espera total, denotado como delayT ( Ty ) es entonces:

delayT (Tv) =(1/2)<[<a[(C - Tv)? - (C-TY] + <& (TV*- TV)] (6)

La ecuacién (6) calcula el tiempo de espera total para una duracion
determinada de fase verde Ty, pero no permite determinar la duracion de la
fase verde que minimiza el tiempo de espera total. Para ello, se requiere
encontrar un tiempo de fase verde éptimo, T,°", tal que delayT ( T\ < delayT

47



Programacion Matematica y Software (2009), Vol. 1. No 1. ISSN: En tramite

(Tv) ) <i < 1,.2,...,C-T.. Como Ty es discreto, para minimizar el tiempo de
espera total se debe observar para cuales valores de i y j delayT ( Tvi) >
delayT ( Tvj ), donde j=i+1, lo cual es equivalente a:

[delayT (Ty)/delayT (Ty+1)]>1 @)

Notese, que cuando la desigualdad mostrada en (7) se invierte, se logra el
valor de Ty que minimiza el tiempo de espera total. Entonces, despejando con
respecto de Ty, se obtiene un valor aproximado para la duracién de la fase
verde optima T,° con flujos de entrada asimétricos, que se muestra en la
siguiente ecuacion:

TP< [<a<(C-1)]/[<at<s] @)

La ecuacioén (8) permite determinar los valores aproximados para la duracion
de la fase verde 6ptima ( T,°* ) de la calle A en proporcidn al flujo vehicular
de entrada. Es importante mencionar que estos resultados analiticos
concuerdan con los resultados de simulacién computacional obtenidos del
modelo aqui propuesto y mostrados en la Fig. 3.

Es importante notar que la ecuacion obtenida en ( 8 ) no depende de la
dindmica definida para los vehiculos, sino Unicamente del flujo vehicular de
entrada y la duracién del ciclo de semaforo; por lo tanto puede aplicarse aun a
modelos que consideren anticipacién de la velocidad y con calles de un solo
carril o més de dos.

Para ejemplificar la aplicacion de la ecuacion 8, recientemente Fouladvand et.
al [4], plantearon un modelo para un interseccion de dos calles de un solo
carril con flujo de entrada asimétrico. Con este modelo, obtuvieron una
aproximacion analitica para T, con base en teoria de campo medio [3]:

(<a << C ) / ( <a + <g) (9

En la siguiente tabla se hace una comparacion de la fase verde 6ptima, T,
determinados mediante la formula de Fouladvand 9 (columna 2) y la féormula
2.7 (columna 3) obtenida en este trabajo. Ademas, en la columna 4 se muestra
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los resultados de simulacion promedio obtenidos de su modelo (tomados de
[4]), y en las columnas 5 y 6 se muestra el error absoluto obtenido entre los
resultados de simulacion y los obtenidos en las columnas 2 y 3
respectivamente, donde <a =13, 8§ <g=18, 20, 22,24y C = 30.

<g Formula Formula Simulacion | Sim-9| |Sim-8]|
9 8 (Sim)
18 17.42 16.84 17 0.42 0.16
20 18.18 17.58 175 0.68 0.08
22 18.86 18.23 18 0.86 0.23
24 19.46 18.81 18.5 0.96 0.31
Promedio |0.73 0.19

Tabla 1. La primera columna corresponde a < s, la segunda columna es Tt con la formula
obtenida en [4], la tercera columna es T,°*t con la férmula 8 la cuarta columna son los valores
de Tv en los que se minimiza el tiempo de espera total (estos valores estan basados en el
promedio de la gréfica reportada en [4]) para distintos valores de flujo en la calle B, el flujo en
la calle A es fijo, la quinta y sexta columna muestran la diferencia absoluta (error absoluto)
entre los datos de la simulacién (tercera columna) y la formula de Fouladvand et. al y la
formula aqui desarrollada, respectivamente. En la Gltima linea se muestra el error absoluto
promedio que se obtuvo con cada una de las formulas.

Se puede observar en la Tabla 1 que al calcular T %' mediante la
férmula de la ecuacion 8 obtenida en este trabajo, el error absoluto promedio
es del orden de 107!, es decir, se aproxima muy bien.

4 Conclusiones

En este articulo se presenté un nuevo modelo estocastico para simular el flujo
vehicular de una sola interseccion de dos calles perpendiculares, con dos
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carriles cada una cuyo flujo vehicular se desplaza en sentido opuesto. La
dindmica de los vehiculos se determind mediante AC, mientras que el flujo
vehicular se controld6 mediante seméforos que operan bajo un esquema de
tiempo fijo. Se analizaron los tiempos de espera de los vehiculos en la
interseccion con respecto a la duracion de la fase verde de una de las calles,
con la finalidad de determinar un ciclo de seméaforo 6ptimo asi como la
duracion de la fase verde dptima (T,°"). El objetivo fue incrementar el nimero
de vehiculos que pueden circular sin que se produzcan largas colas de espera.
Para este propdsito se analizaron dos situaciones de flujo de entrada con
respecto a las dos calles consideradas: flujo de entrada simétrico y flujo de
entrada asimétrico. Para ambos casos se obtuvieron aproximaciones analiticas
gue coinciden muy bien con los resultados obtenidos de la simulacion.
Ademas, se determinaron condiciones del flujo vehicular de entrada. El
modelo preserva la simplicidad que caracteriza a los modelos basados en AC.
Es importante enfatizar que aun cuando la dindmica vehicular se realiz6 a un
nivel de detalle microscopico, el modelo presentado en este trabajo es
mesoscépico, es decir, combina el nivel de detalle microscopico con el
macroscépico, sin aumentar su complejidad. Cabe mencionar que tanto el
modelo como la forma analitica de optimizar el flujo no se habia realizado
antes.
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